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Einleitung. 


In den letzten Jahrzehnten ist eine der Hauptlehren 
der theoretischen Nationalökonomie, die Lehre vom Wert, 
wiederholt von verschiedenen Seiten einer gründlichen 

Revision unterzogen worden. Die ältere Wissenschaft 
betrachtete den Wert als etwas den Gütern innewohnen- 
des, als ein Verhältnis zwischen einem Gut und einem 
inderen, oder als das Verhältnis zwischen einem Gut und 
der Gesamtmasse der übrigen Güter. Wenn auch manche 
unserer Klassiker, wie namentlich Thomas Robert Malthus, 
in ihren allgemeinen Erörterungen erkennen und be- 
tonen, dafs der Wert nichts anderes ist, als die Achtung, 
in der ein Gut bei den Menschen, die seiner bedürfen, 
steht, so hielt doch die Mehrzahl der führenden Geister an 
der Anschauung fest, eine solche Auffassung des Wertes 
sei für die Volkswirtschaftslehre unfruchtbar. Es war 
herkömmlich, die Formen, in denen der Wert in Er- 
scheinung tritt, und die man als Gebrauchs- und Tausch- 
wert unterschied, für Dinge ganz verschiedener Art zu 
halten; ja, manche Theoretiker gingen so weit, diese 
Begriffe als Gegensätze zu bezeichnen. Den Gebrauchs- 
wert hielt man in der oberflächlichen Betrachtung, die 
man. ihm widmete, für dasselbe wie die Nützlichkeit und 
Wulste mit ihm nicht viel anzufangen ; man wandte sich 
deshalb zum Tauschwert, den man eingehender loischung 

Samml. staatsw. Schriften. — Bernoulli. 1 
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unterzog. TV ährend man unter Tauschwert meist das 
verstand, was man heute vielfach — vielleicht nicht ganz 
glücklich — „objektiven Tauschwert“ nennt, war man 
sich im Verlauf der Untersuchung gewöhnlich nicht be- 
wufst, dafs man nur eine der Erscheinungsformen des 
V ertes vor sich hatte, sondern man glaubte in den Er- 
örterungen über den Tauschwert eine erschöpfende Wert- 
lehre zu liefern. 


in £ ihren f F ?r ChungCn waren die meisten Autoren 
m dem s.nnenfalhgen Schein, den der Tauschverkehr 
des gewöhnlichen Lebens darbot, befangen. Man sali 
dafs die Menschen Güter, die sie in ihrem Besitz haben 
untereinander austauschen, und meinte, solche Güter d e 
gegeneinander vertauscht ™ l n tei> tlie 

irgend eine Eigen sZT in „ f uMk,m 

Diese gemeinsame Eigenschaft 'gkX Gmd ° . bcs " zc “- 
Wert zu finden »nrl n §kubte man m ihrem 

dafs die Güter,’ die bT tT *** Auffassun S> 

umgesetzt werden o-u- 1 Tausclm; rkehr gegeneinander 
mifzu der Wert war da- 

fassung des Wertes o-| no - , Uter S c >nacht. Diese Auf- 
stande heuvor dafs ™ g *? dem Schon erwä hnten Um- 
klammerte, dabei aber an den Tauschwert an- 

gemeinen zu “ alb 
dafs man dazu kam r ' A & Cl g cntllcl > wunderbar, 
Tausche wtd „ Sei t“ UUnS Z " beim 

Pfangeu, währld r- r 80 Q “ ter 8 < S eb <“> “»<1 em- 
Vorkommnisse des tät-liT^r' i““'' üec,b “ chtull g der 
niemals gleiche Werte® ^ Lebens lehren ka ™, dafs 
jeder Tauschende ein f f asg< ; tauscht werden, sondern dafs 

lst > hingiebt, um ein sokh^T TT (fÜ1 ' ^ gerin S er 
la ngen. Wenn man davon ? ^ höberem Wert za <*- 
ausgetauscht werden, so LT^’ daf8 gleiche Werte 
warum die Menschen übel ^"' Grund einzusehen, 
durch diese Schwierigkeit if , t P nnteinaa der tauschen; 

8 ' ’ St GS w °W Z u erklären, dafs 


3 


Adam Smith auf die sonderbare Annahme kam, es sei 
dem Menschen ein Tauschtrieb eingeboren. 

Dafs die eben geschilderte Lehre, nach welcher der 
Wert eine in den Gütern selbst liegende Eigenschaft ist, 
niemals zur unumschränkten Herrschaft gelangte, kann 
nicht bestritten werden. Besonders in Deutschland mach- 
ten sich Strömungen geltend, die andere, wir können 
wohl sagen: richtigere, Anschauungen vom Wesen des 
Wertes hatten. Aber lange Zeit kam es auf dieser Seite 
nicht weiter als bis zu vereinzelten Anläufen, und die 
sogenannte klassische Werttheorie behielt die Oberhand; 
vor allem deswegen, weil keine ausgebildete Theorie da 
war, die den Kampf hätte aufnehmen können. Der Bau 
der klassischen Wertlehre, an dem so viele scharfsinnige 
Köpfe gearbeitet hatten, war so fest gefügt und in einigen 
Teilen von so bestechender Klarheit, dafs die zerstreuten 
Bemerkungen einzelner Gelehrten, die eine grundsätzlich 
andere Auffassung des Wertproblems verrieten, nicht da- 
gegen in die Wagschale fallen konnten, um so weniger, 
als die Urheber solcher Bemerkungen sich nur selten der 
Tragweite dessen, was sie vorgebracht hatten, bewufst 
waren und deshalb selbst nicht folgerichtig auf ihrem 
Standpunkt verharrten. Vielleicht der einzige Mann, der 
sich der Wichtigkeit seiner abweichenden Ansichten be- 
wufst war, und der auch von seinem Standpunkt aus 
den Versuch machte, die Erscheinungen des menschlichen 
Verkehrs vollständig zu erklären, war Gossen 1 ; aber sein 
Buch blieb unbeachtet und konnte infolge dessen die 
herrschende Theorie nicht stürzen. 

Es ist das Verdienst von Jevons 2 , Menger 3 und 

1 Entwickelung der Gesetze des menschlichen Verkehrs, 
Braunschweig 1S54. 

2 The tlieory of political economy. London 1871; 
3. Aufl. 1888. 

3 Grundsätze der Volkswirtschaftslehre. Wien 1871. 

1 * 
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Walras 1 , cler alten Werttheorie eine neue Lehre ent- 
gegengestellt zu haben, die allen Erscheinungen unseres 
Wirtschaftslebens gerecht zu werden strebt, und die 
den Kampf gegen die alten Anschauungen mit Erfolg 
aufnahm. Dafs diese drei Männer ziemlich gleichzeitig 
und gänzlich unabhängig von einander ihre Lehrgebäude 
ei lichteten, ist bekannt. Gleichwohl zeigen in manchen 
wichtigen Beziehungen ihre Gedankengänge eine merk- 
würdige Übereinstimmung. Man pflegt heute diese neuen 
Werttheorien, anlehnend an Wiesen, geschickt gewählten 
Ausdruck, als Grenznutzentheorien zu bezeichnen, und 
es ist nicht zu leugnen, dafs der Begriff des Grenznutzens 
(von Jevons „final degree of Utility“ 2 und von Walras — 
wohl weniger glücklich - „raretd“* genannt) der ge- 
meinsame Eckstein dieser Systeme genannt werden darf. 

A„ff n CCU , Lchre vom Grenznutzen tritt die wichtige 
Auffassung hervor durch die sich die moderne Werl 

ntnLhTeTff Massischen unterscheidet, 

namhcl, die Auffassung, dafs der Wert nicht eine Eigen 

schalt eines Gutes an sich, sondern dafs er eine Be 

iÄ T SChe p einem wirboUftJTsÜ: 

minder wicbtkre Auff .' St ’ fei ner kommt darin die nicht 
Sri* des ^ BC - 

k“n* M m 'l t beg, ' c " 2te " Witat gedacht nmlden 
fehl unter dem Titel: 

bestimm,, 0 g der wirtschaftliche., fv 1 ' >>«'' Preis- 

gw o' pol- 00« “ A«,^. »*** 18S1 - 

. <lo 1» rieh. soc. S 20 
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nicht beurteilen, ob das Eisen oder die Baumwolle wert- 
voller ist, sondern man kann stets nur von dem Wert 
einer bestimmten Menge dieser Güter reden. Die Tliat- 
sache, dafs das Werturteil stets von der Vorstellung einer 
Menge begleitet sein mufs, ist freilich so einleuchtend, 
dafs sie auch von den älteren Theoretikern nicht ganz 
übersehen werden konnte; aber aus dem Umstand, dafs 
dieser Thatsache nicht die genügende Beachtung ge- 
schenkt wurde, erklären sich manche der sonderbaren 
Irrwege, auf denen sich die alte Theorie mitunter bewegte. 

Jevons, Menger und Walras nahmen, jeder in seiner 
Weise, die Quantitätsverhältnisse zum Ausgangspunkt 
ihrer Betrachtung. Die Wertschätzung, die der wirt- 
schaftende Mensch den Gütern angedeihen läfst, bezieht 
sich stets auf bestimmte Mengen derselben, und die Güter-, 
mengen, die dem Menschen zur Verfügung stehen, beein- 
flussen die Wertschätzung. Menger führt aus, wie ein 
isoliert wirtschaftender Mensch dem einzigen Sack Korn, 
den er hat, eine ungemein grofse Bedeutung beilegt, weil 
von seinem Besitz die Erhaltung des Lebens abhängt. 
Einem zweiten Sack legt er schon weit weniger Bedeutung 
bei, weil dieser nicht mehr nötig ist, um sein Leben zu 
fristen, sondern nur zu reichlicherer Nahrung dient. Noch 
geringer ist der Wert des dritten Sackes, den er vielleicht 
zur Aussaat verwendet. Mit einem zehnten Sack weifs 
unser Robinson vielleicht nichts besseres anzufangen, als 
Papageien zu füttern, die ihm in müfsigen Stunden die 
Langeweile vertreiben sollen. Der Nutzen, den der letzte 
zur Verfügung stehende Teil des Vorrats für unseren 
Menschen hat, ist der Grenznutzen des in Rede stehen- 
den Gutes. Nach diesem Grenznutzen bemifst sich der 
Wert, den eine Mafseinheit des Gutes für das betreftende 
Subjekt hat. Da die verschiedenen Kornsäcke für unseren 
Mann fungible Dinge sind, so legt er den nach dem 
Grenznutzen eines Sackes Korn bemessenen Wert nicht 
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nur dem Sack Nr. 10, sondern jedem seiner Säcke bei; 
denn die Entbehrung, die er bei Verlust irgend eines 
Sackes erleidet, ist nicht gröfser als die Entsagung, die 
es kostet, auf die Fütterung der Papageien zu verzichten; 
dei Gi und liegt darin, dafs es wohl niemand einfallen 
wird, zu hungern, aber immer noch Vögel zu füttern, 
sondern dafs jeder die Vögel fliegen lassen wird, um 
den gemindei ten Vorrat nur noch für diejenigen Zwecke 
zu verwenden, die ihm am wichtigsten scheinen. Ganz 
ähnliche Betrachtungen wie diese, die aus Mengers Ge- 
dankenkreis entnommen ist 1 , linden sich bei Jevons, und 
auch Walras geht von analogen Vorstellungen aus. 

Der Hauptgedanke dieser Grenznutzentheorien ist 
also der, clafs der Wert einer bestimmten Teilquantität 
eines Gutes um so geringer ist, je mehr Teilmengen zur 
Verfügung stehen, oder m. a. W.: dafs der Wert einer 
neu hinzutretenden Einheit geringer ist als der Wert der 
etzten schon im Besitz des betrachteten Subjekts befind- 
lichen Einheit, oder: dafs der Wert einer neu dnz - 

rth tt SiCh * abneh1 ^ Fuin 

ctei Anzahl dei besessenen Einheiten darstellt 

Diese Anschauung ist, wie oben schon berührt nicht 

r r 

Die kleine Abhandlung in ^ nscl ^ uun 8 bewufst war. 
Grundztige seiner Ansicht 'über ^l Bernoulli die 

hat, tritt auf den folgendei^Blättern nieder g ele 8' t 
in deutscher Sprache vor das Publikum 
Biographische Angaben aber den Autor, die gewölm- 

schon bei l^ompson^'Vn^ino ? anz . ' ll,Q j'che Ausführungen 
distribution of wealth * ng 2 l “ lr y n »to *he principles of the 
U8<S4 d 3. Aufl. 1869. S. 57 ff. 
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lieh einen Hauptteil in Einleitungen zu Neuausgaben 
alter Schriften bilden, sind hier wohl unnötig, da die 
Hauptverdienste unseres Autors nicht auf volkswirtschaft- 
lichem Gebiete liegen, und da er überdies durchaus nicht 
etwa eine unbekannte Gröfse ist, die man dem Publikum 
erst vorstellen müfste. Es sei nur erwähnt, dafs Daniel 
Bernoulli im Jahre 1700 in Gröningen als Sohn des Pro- 
fessors der Mathematik Johann Bernoulli geboren wurde. 
Er gehörte somit der berühmten Gelehrtenfamilie an, 
welcher durch mehr als zwei Jahrhunderte eine un- 
unterbrochene Reihe der hervorragendsten Forscher 
entstammte. 1725 wurde Daniel Bernoulli Professor in 
Petersburg, 1733 Professor in Basel, zunächst für Ana- 
tomie und Botanik, später auch für Physik; er starb 
1782, nachdem er schon einige Zeit vorher dem öffent- 
lichen Lehramt entsagt hatte. Die uns hier interessierende 
Abhandlung wurde in der Zeit, als Bernoulli in Peters- 
burg war, vcrfalst und zwar im Jahre 1730 odei (walu- 
scheinlicher) 1731 ; herausgegeben wurde sie im Jahre 
1 738 von der Petersburger Akademie der Wissenschaften 1 
unter dem Titel: Specimen theoriae novae de mensura 
sortis, auctore Daniele Bernoulli. 

Wie man aus dem Schriftchen selbst sieht, waren es 
nicht eigentlich nationalökonomische Fragen, die unseren 
Denker zu einer Untersuchung über das Wertproblem 
veranlafsten, sondern Fragen aus dem Gebiete der W ahr- 
sclieinlichkcitsrechnung. In diesem Zweige der Mathe- 
matik wurde damals wie auch heute oftmals die Aufgabe 
gestellt, den Wert der Gewinnaussichten zu berechnen, 
die sich für die verschiedenen Teilnehmer eines Spieles 
ergeben. Bernoulli kann sich mit der Art, wie man 

* solche Aufgaben zu lösen pflegte, nicht einverstanden 
erklären, da alle Lösungen von der Voraussetzung 

• 1 Commentarii academiae scientiarum imperialis Petro- 
politanae. Tomus V. Petrop. 1738. S. 175—192. 
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ausgingen, dafs der Wert der Gewinn -Aussicht für 
alle Spieler derselbe sei, sofern nur die objektiven 
Bedingungen des Spiels für jeden Spieler die gleichen 
sind. Bernoulli behauptet, dafs die gleich berechtigte 
Hoffnung auf gleichen Gewinn für die verschiedenen 
Personen in sehr verschiedenem Grade wertvoll sei, je 
nach den Vermögensumständen, in denen sich diese Per- 
sonen befinden; denn der Wert eines Vermö-ens- 
Zuwachses für eine Person sei um so geringer 
je grofser das Stamm vermögen dieses Sub- 
jekts ist Diesen Gedanken kann man wohl als den 
Kernpunkt der vorliegenden Abhandlung ansehen Es 
ist hier im wesentlichen das aus£r „ ( . riv „„i b ‘ 

als den Hauptsatz der Grenznutzentl o ' en ’ i' aS " " ° ben 
Bernonllis (Ul 

etwas in den Gütern selb-?! l;„„. , ° ’ den ^ crt als 

sieht, dafs die gleiche Geldsumme^für die'' BedTf 

nf enSChen eine “ 1 ' 

keit der Bedürfnisse, die noch ihrer Bef ^1 • ^ W,Cht ' g ' 
ersieht, dafs für einen reichen Mn fue J| glmg hawen ; 
mittelbarste Lebensbedürfnis 1 . Un> fur dess011 un- 

grofser Bedeutung Tsü d61 darb6Q mufs ’ von ungemein 
Dafs Bernoulli mV 1 t* n 

Walras und ihre Nachfolger '^en^v"’ Menger > 

hat, von seinem Standpunkt V - Unter nommen 

samten Volkswirtschaft iV , eme Anal >'se der g e - 
der Produktion zu ^ und 

Stande der Volkswirtschaftsieh, t UnS , ^ dem dama ligen 
haupt beschränkt sich unser Autor^ f WUndern - Über- 
des Wertes des Geldes in seinem “v t'T Betracht ™g 

samten Vermögensbestande und rV V ®'’ hältnis *um ge - 
betraehtet er gleichfalls nicht dle f en Vermögensbestand 

' a ‘ S e,ne Su ^e konkreter 
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Güter, sondern nach seinem Geldwert. Seinen Haupt- 
gedanken, dafs der Vermögenszuwachs um so geringer 
geschätzt wird, je gröfser das vorher vorhandene Ver- 
mögen schon war, spricht Bernoulli aus, ohne eine Be- 
gründung zu versuchen; er geht auch nicht darauf ein, 
zu fragen, ob diese Wertregel für jede Art von Gütern, 
oder nur für das Geld, für das allein er sic formuliert, 
gilt. Man kann nicht leugnen, dafs diese Beschränkung 
der Betrachtung auf den Geldwert ihre Vorzüge hat; 
denn es konnte unserem Autor nicht darauf ankommen, 
ein System der Nationalökonomie zu schreiben, sondern 
es lag ihm nur daran, einen guten Gedanken, den er für 
eine Bereicherung der Wissenschaft in alle Zukunft 
hinaus hielt, niederzulegen und anschaulich zu machen. 
Freilich sagt Walras, dafs das Dazwischentreten des 
Geldes, so sehr es den Tauschverkehr in der Praxis er- 
leichtere, die Theorie des Tausches schwerer verständ- 
lich mache, und dafs es deshalb für eine wissenschaft- 
liche Untersuchung geraten sei, vom Naturaltausch aus- 
zugehen 1 ; es mag sein, dafs diese Behauptung für eine 
gründliche, elementare Analyse, wie sie Walras so meister- 
haft führt, ihre Richtigkeit hat; für die Betrachtung Ber- 
noullis dagegen, die nur den Zweck hat, einen kühnen 
Gedankenblitz nicht verloren gehen zu lassen, erscheint 
mir gerade die von ihm gewählte Beschränkung auf 
den Geldwert sehr angebracht, und es scheint mir, als 
ob auf diese Weise der Grundgedanke leichter in seiner 
Wichtigkeit anschaulich gemacht werden könne als durch 
die gar nicht so unähnlichen und ohne Zweifel noch 
gründlicheren Betrachtungen, von denen Walras ausgeht. 
Dafs für einen isoliert wirtschaftenden Menschen der 
zehnte Sack Korn nicht so viel wert ist wie der einzige 
erste, ist allerdings richtig, und ist auch nicht gerade 


1 Theorie matli. de la rieh. soc. S. 13. 
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schwer einzusehen, aber für uns, die wir von Jugend auf 
in einem entwickelten Tauschverkehr stehen, sind solche 
Sätze doch einigermafsen ungewohnt und nicht ohne 
weiteres einleuchtend ; dagegen ist Bernoullis Satz von 
dem mit der Gröfse des Besitzes abnehmenden Wert des 
neu hinzutretenden Geldes unmittelbar anschaulich, wes- 
halb unser Autor ohne Zweifel berechtigt war, sich auf 
die tägliche Erfahrung zu berufen, ohne sich auf einen 
strengen Beweis seiner grundlegenden Behauptung ein- 
zulassen. 


Ein solcher Beweis läfst sich wohl gar nicht führen, 
ohne auf die einzelnen Güter zurückzugreifen, in der 
Weise, wie Gossen und die späteren Theoretiker dies 
wirklich gethan haben, indem sie zeigten, dafs jedes wirt- 
schaftende Subjekt die ihm zur Verfügung stehenden 
Mittel auf die Beschaffung der verschiedenen Güter, 
deren es bedarf so verteilt, dafs bei allen Gütern der 
Grenznutzen auf den gleichen Betrag herabsinkt 1 ; weil 
aber der Grenznutzen eines jedes einzelnen Gutes fort- 
wählend fallt, so sinkt auch die Summe dieser Grenz- 
nutzen, we lche selbst den Grenznutzen des ganzen Ver- 


gesprochen" C ak ob " Urdi Sf w f? e h *»«g so uus- 

Subjekte Geltung habe i )., r. ' f 1 11,111 ftl g wirtschaftende 

ziemlich ’J ‘y, , G 'T tz *«. Falle 

« auf „vernünftige“ M™’ r“ kl .“ r; d T «■» Gesetz, da. 
in der V.llcwiriselift T'' 

Natürlich kann kein Z wl?f? ^ Ienschen vorstellt. 
Mensch seine Mittel in anrlo- S ^’- ein veni ünftiger 
Gütern verwendet wie ein nnm ,.%!?. Z ' U ' Schaffung von 
andere Rangordnung der Bedürfn'' 1 " • '“f"’ ^, enn er * lat Clne 
wir annehmen, dafs jeder Mensch’ a ^ r siche1, müssen 
teilt, dafs der’Q^^^^^eMttel so ein- 
schafft, gleich ist. ‘ 61 ( - TUte b die er sich vcr- 
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mögens als Einheit aufgefafst darstellt. So kommt man 
auf einem Umweg zu dem Satze, den Bernoulli als einen 
unmittelbar klaren ausspricht, zu dem Satze nämlich, dal's 
der Wert eines Vermögenszuwachses eine abnehmende 
Funktion des schon vorhandenen Vermögens ist. 

Bernoulli, der sich, wie gesagt, auf der einen Seite 
eine gewisse Beschränkung aufcrlegt, indem ei bei seinei 
Betrachtung sich nur auf den Wert des Geldes, als des 
Repräsentanten des Vermögens im allgemeinen, bezieht, 
setzt uns auf der anderen Seite einigermafsen in Er- 
staunen durch die Kühnheit, mit der er versucht, das 
Wertproblem der mathematischen Behandlung zugänglich 
zu machen. Er begnügt sich nämlich nicht mit der Be- 
hauptung, dafs der Wert des Vermögenszuwachses eine 
abnehmende Funktion des Stammvermögens ist, sondern 
er spricht den Satz aus, dafs der Wert dieses Zuwachses 
(sofern der Zuwachs als unendlich klein vorgestellt wird) 
der Grüfse des vorher vorhandenen Vermögens umgekehrt 
proportional sei. Aus dieser Annahme ergiebt sich fin- 
den Wert dieser Vermögenszunahme die Gleichung einer 
logarithmischen Kurve (§ 10). In der Annahme Ber- 
noullis, dafs der Wert des Zuwachses dem Betrage des 
Stammvermögens genau umgekehrt proportional sei, liegt 
ohne Zweifel viel willkürliches; denn ihre Richtigkeit 
wird uns nicht bewiesen; ja, sie ist vielleicht unbeweis- 
bar. Aber auch, wenn diese Hypothese stets unbewiesen 
bleiben sollte, und selbst wenn sie falsch wäre so können 
wir der Kühnheit, mit der Bernoulli sie aufgestellt hat 
unsere Anerkennung nicht versagen, und es ist vielleicht 
nicht ganz angezeigt, sie mit souveräner Verachtung von 
der Hand zu weisen, wenn man erwägt, dafs in neuerer 
Zeit durch die Versuche E. H. Webers, Feclmers unc 
anderer Forscher auf verschiedenen Gebieten unseres 
Empfindungslebens Gesetzmäl'sigkeiten entdeckt worden 
sind, die dem Bernoullischen Wertgesetz durchaus ent- 
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sprechen. Zudem unterliegt es wohl keinem Zweifel, dafs 
Bernoullis logarithmische Kurve der Wahrheit bedeutend 
nahei kommt, als die geraden Linien, mit denen Gossen 
sich zu behelfen suchte, und vielleicht ist Bernoullis 
Kurve für manche Zwecke auch brauchbarer als die 
ganz unbestimmten Kurven, deren sich Jevons und Walras 
bedienen '. 

In einer Beziehung müssen wir vom Standpunkte 
der modernen Werttheorie aus, den Erörterungen unseres 
Auto*, die Zustimmung versagen, und zwar nicht etwa 
deshalb, weil die Grundgedanken, von denen er ausgeht 
zu anderen Schlüssen führen, als die Lehren, auf welche 
sich die neueren Werttheoretiker stützen, sondern weil 
Bernoulli selbst die Schlüsse aus seiner eigenen Theorie 
nicht mit genügender Schärfe gezogen hat, da er noch 
emigermafsen in den alten Anschauungen befangen war 

lOOnnOD r; T der Fal1 Jochen, dafs jemand 
ein lialb so groiscs Einkommen. Bemoulli behauptet 'Tals 

wt e'! cn , r n * 

zweiten. Offenbar ist dieser Schluß • 7 ^ u ^ at / ür den 
es tritt darin die Auffassung zu T'JT j ZU denn 

etwas sei, das unabhängig^ S l/T 
Wertschätzung vornimmt * J J e ^L das die 
Bernoullis Behauptungen' über de könne. Wenn 

des halben Dukaten ^rkliel 7^1 T 

rung aus seiner Theorie wäre so •• T assi & e kchlufsfolge- 

— "aie, so wurde diese ganze Theorie 

dafs die Berooullischen ffleLhimeeiTf 61 ! ^. eutlicllkeit hervor, 
dieselbe Bedeutung haben wie die do!^ Kurveani cht genau 
ET auf diesen Punkt einzugehen, ’ “wS S^S 
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hinfällig durch die folgende Einwendung, die er selbst 
macht. Er sagt, es sei aus der täglichen Erfahrung be- 
kannt, dafs es reiche Leute giebt, die sich um einen 
einzigen Dukaten mehr absorgen als andere ärmere, je- 
doch freigebigere Leute um mehrere Dukaten („Sunt, 
quibus unus ducatus magis cordi est, quam sunt plures 
ducati homini minus diviti magis autem generoso“). Dieser 
unstreitig richtig beobachteten Thatsache ist aber kein 
Einwand gegen Bernoullis Theorie zu entnehmen, und 
zwar nicht etwa, wie er selbst zu meinen scheint, des- 
halb, weil solche Fälle so selten sind, dafs man sie bei 
Aufstellung einer allgemeinen Regel vernachlässigen dürfte, 
sondern deshalb, weil diese Fälle, auch wenn sie noch so 
häutig wären, sein Wertgesetz nicht umstofsen. Seine 
Hypothese sagt nichts weiter, als dafs der Wert eines 
jeden beliebig kleinen Gewinns dem schon vorhandenen 
Vermögen umgekehrt proportional sei („valde probabile 
est lucrulum quodvis semper emolumentum afferre summae 
bonorum reciproce proportionale“ § 5). Dieser Satz kann 
für einen armen Verschwender ebensogut gelten wie für 
einen reichen Geizhals; denn er behauptet durchaus nicht, 
dafs ftir verschiedene Menschen, die ein gleich grofses 
Vermögen besitzen, ein gleicher Vermögenszuwachs gleich 
viel wert sei. Über die Wahrheit dieser letzteren Be- 
hauptung läfst sich eigentlich gar nichts sagen; denn um 
eine solche Behauptung aufstellen zu können, miiiste man 
voraussetzen, dafs alle Menschen vollkommen gleich ge- 
artet wären, oder dafs sie sich wenigstens in Beurteilung 
ihrer wirtschaftlichen Angelegenheiten von denselben 
Grundsätzen leiten liefsen; von solchen Voraussetzungen, 
die natürlich ganz unbrauchbar wären, ist Bernoulli nir- 
gends ausgegangen, wenn auch vielleicht nicht bestritten 
werden kann, dafs ihm an der angezogenen Stelle etwas 
ähnliches vorgeschwebt haben mag. Dafs für den Be- 
sitzer von 100000 Dukaten ein Dukat gerade so viel 
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wert ist, wie für clen Besitzer von 50000 Dukaten ein 
halber, folgt also aus Bernoullis Wertgesetz nur dann, 
wenn man sich unter den beiden Leuten gewisse „Normal- 
menschen 1- vorstellt, eine Vorstellung, die durch nichts 
gerechtfertigt ist. Aus Bernoullis Gesetz folgt nur, dafs 
für jeden, also sowohl für den Besitzer der 50000 Dukaten 
als auch für den der 100 000 die Wertschätzung des 
etzten Dukaten in einem gewissen Verhältnis steht zur 
Wertschätzung des vorletzten, oder aller anderen in seinem 
Besitz befindlichen oder von ihm erhofften; und dies gilt 
geizigen Millionte, der ojoh „lebt ent- 

T“”’ ! me Malk fUl ' Mittagessen auszugeben 
ebenso gu wie für einen Habenichts, der soeben 2 Mark 
g fanden hat und die Hälfte davon ohne Bedenken ver- 
sebenkt. Auch das in § 5 angeführte Beispiel von dem 
^«Hypothese nicht in Wider.prue“ 

vnn l . A T Sieht ’ dafs unser Alltor nicht genügend 
er Anschauung durchdrungen war, dafs es durch 

aus nicht angängig ist, zu sagen, ein Gut sei fü , ,l!' 
einen Menschen mehr wert als für l , 1 1 c ^ eu 

dafs es immer nur angeht 1 f SOnd F n 

für unser Subjekt LrwL? od agen - Welche8 Gut hat 

dieses Subjekt der Wert des T ' ^ Slch ftir 

Gutes b? wenn nn, • , Gutes a zu dem Wert des 

Grundlagen , von^entn^f die 

werden mufs, nicht eeniiP'Pr.ü 1 1 Tlieone verstanden 
-an Bedenl^^S^^ 8 ^ 1 ^ so könnte 
rungen zu folgen. ° Aber™ .Tl 6 " Weiteren Erörte- 
scheint er zu fühlen dars'rT genialer Weise 

<Ue ihm gelegentlich noch anh'lngt 
wendet sich deshalb von ihr ah “ ’ b f“ ch,)a1 ' lst i er 
drücklieh für verfehl, “J ^7" Tu °T « >«- 

8eht ’ 
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allein seine Theorie die Wissenschaft fördern konnte. 
(Q,uia vero nos deinceps considerabimus unura eundemque 
homincm, nihil id ad nos attinebit.) 

Die mathematischen Betrachtungen, die in den §§ 7 
bis 12 angestellt werden , sind richtig, sofern man sich 
auf den Boden des zu Grunde gelegten Wertgesetzes stellt. 
Unter dieser Voraussetzung gelten die dort niedergelegten 
Formeln nicht nur, wie Bernoulli zu meinen scheint 
(§ 6 a. E.), für Normalmenschen, sondern ebensowohl für 
einen knauserigen Reichen wie für einen freigebigen Annen. 
Diese Betrachtungen beschäftigen sich ausscldielslich da- 
mit, die Wertschätzungen, die ein einzelnes Subjekt ver- 
schiedenen Gütermengen angedeihen läfst, zu messen, und 
sie greifen nirgends über dies Gebiet hinaus. Wenn wir 
z. B. die Formel des § 12 auf den in § 6 besprochenen 
Fall von den beiden Menschen, von denen der eine 100000 
und der andere 50000 Dukaten Vermögen hat, anwenden, 
so erhalten wir für den Wert (Vi) , den der erste dieser 

. . 100001 ß . , 

Leute einem Dukaten beilegt: yj — b t log jqqqqq ’ tul cleu 
zweiten finden wir, dafs er einem halben Dukaten folgen- 

den Wert bedegt: y 2 = b 2 log — - ö 100000 ' 

Wenn nun angenommen wird b x = b 2 - , d. h. wenn wir 
annehmen, dafs die beiden Menschen genau dieselben 
psychologischen Eigentümlichkeiten hätten, dann würde 
der Fall eintreten, den Bernoulli als den normalen air- 
sieht ; dann würde y x = y 2 , d. h. es würde dann für den 
ersten unserer Menschen ein Dukat genau so viel wert 
sein, wie für den zweiten ein halber; aber diese Annahme 
ist rein willkürlich. 

Obwohl die originellen Gedanken, die Bernoulli über 
das Wertproblem in der jetzt neu herausgegebenen Ab- 
handlung niedergelegt hatte, weder von ihm selbst noch 
von anderen Gelehrten in einer für die Nationalökonomie 
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wahrhaft fruchtbaren Weise ausgebeutet wurden, und ob- 
wohl die Umwälzung der Wertlehre, die seit dem Er- 
f>c leinen dieses Schriftchens noch weit länger als ein Jahr- 
hundert auf sich warten liefs, wohl kaum direkt und vicl- 
icht auch nicht einmal indirekt an Bernoulli anknüpft, 
so blieb seine Hypothese doch nicht unbeachtet. 

seiner °i r 9 i 9 Iem ^ LapIace zu nennen > der sich in 
babmtdsl Ve 1? nÜ i Cllten TUo ™ analytique des pro- 
ganges stellT ^ ^ B ° den des Bern °ullischen Gedanken- 
dul-f r 1 JeZeichnet > wie herkömmlich, das Pro- 

teil Tt dZ 1 T 6 “" i ” n in die Wahrscheinlich- 
, mit der dieser Gewinn eintritt, als mathematische 

Hoffnung Lach 

Äz rwt: rz e -* **££*'£ 

den relativen Wert verstehen. Um diesen T? ^ 
zu schätzen, sei es naheliegend V ® n Wert 

Elative Wert eines unendlftffien^Z? 1 " 11 ’ ** d<31 ' 
dem absoluten Wert dieses Zuwachses 
Gesamtvermögen der betreffenden Person 1 dem 

portional ist 1 . Hier ist also dieselbe AnnSf Pr °' 
»je von Ben, „nlli. An einer e „ SWle ‘ 
Werkes führt LapIace die Ausdrücke fmc! d f selben 
^e „orale in <lic Wisse^ÄÄ 

‘ ° eUV " !S de “WH. Pari, , 847 . s 204ff 
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(las Bürgerrecht erworben haben. Er bezeichnet als for- 
tune physique eines Menschen die in seinem Besitz be- 
findliche Gütersumme, als fortune morale den Wert dieser 
Güter für das besitzende Subjekt. Entsprechend dem 
Zuwachs, den die fortune physique einer Person erhält, 
gewinnt Laplace für den zugehörigen Zuwachs an fortune 

morale den Ausdruck: - ^ x , welche Formel mit derjenigen 

Bernoullis ühereinstimmt L In dem vier Jahre später 
herausgegebenen Essai pkilosophique sur les probabilit&ä 
wiederholt Laplace diese Betrachtungen über moralische 
Hoffnung und relativen Wert und beruft sich diesmal 
ausdrücklich auf Daniel Bernoulli . 1 2 3 

Poisson stimmt völlig mit Laplace überein; er be- 
rechnet für den moralischen Wert eines Vermögenszu- 
wachses den uns bekannten Ausdruck, den er als n Ber- 
noullische Grundformel“ bezeichnet und führt für ver- 
schiedene Beispiele diesbezügliche Rechnungen durch . 8 

Auch spätere Mathematiker haben sich eingehend 
mit Bernoullis Abhandlung beschäftigt 4 * * . 

Wohl der erste Nationalökonom, der auf die Bedeu- 


tung der Hypothesen Bernoullis aufmerksam machte, war 
Hermann. Er scheint diese Hypothese nicht aus der 
Originalabhandlung, sondern nur aus der Anführung im 
Essai des Laplace zu kennen. Hermann lehrt wie Ber- 
noulli, dafs der Wert eines Gutes um so kleiner ist, je 
gröfser das Vermögen der die Schätzung vornehmenden 


1 Laplace, 1kl. VII, S. 474 ft. 

- Essai, S. 30 f. der deutschen Übersetzung von Tönnies, 
lierausgegebon von Langsdorf. Heidelberg 1819. 

3 Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung; deutsche 

Ausgabe von Schnuse. Braunschweig 1841. § 24 und 

Anhang II. 

4 Cf. besonders Lacroix: Trait6 elementaire du calcul ^ 

des probabilites. 4. Aufl. Paris 1864. S. 116 — 133. 

Snmtnl. staatsw. Schriften. - Bernoulli. 2 
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Person ist; ja, er pflichtet sogar der Annahme bei, 
dafs der Wert dem Stammvermögen umgekehrt propor- 
tional sei 1 . 

Fecliner widmet unserem Problem eine kurze Be- 
trachtung; er behandelt Bernoullis Hypothese als einen 
Specialfall des von ihm so genannten Webersclien Gesetzes, 
welches sich allgemein so aussprechen läfst : „Ein positiver 
oder negativer Zuwachs zum einen oder anderen Beize 
giebt immer denselben Empfindungszuwachs, wenn sein 
Verhältnis zum Beize, dem er zuwächst, dasselbe bleibt, 
w ie sich auch seine absolute Gröfse ändert“. Indem nun 
Fechner das physische Vermögen als den Reiz und den 
Wert dieses Vermögens als die Empfindung auffafst 
spricht er Bernoullis Wertgesetz in folgenden Worten aus’: 
„Um einen gleichen Zuwachs zu dem, was Laplace die for- 
tune morale nennt, zu gewähren, mufs der Zuwachs zu 
der fortune physique im Verhältnisse dieser fortune phv- 
sique stehen“.^ Auch Fechners psychophysische Gruncl- 

formel: <ly=—JL un d seine Mafsformel: j/ = k log £ 

ttb““»“" 11 <,e " V °" Bei " 0Ulli entwickdta Wertformeln 

Grofee Bedeutung mafs Friedrich All-,«,.), t , 
Wertgesetz Bernoullis bei. Naehd2 1 1 S n 

ffl^Bedeutung uhute, „eiet er Z 

& K tSttSÄT' ZT * , »■*« «32. 

Mell Hermann allerdings wieder von Br iaL entfernt 

es zu weit führen, l.ienmf nälmr J 1 B ' 3n “ ulh; d °el» würde 
2 Fechner U e näher einzugehen. 

I. S- 236; H? S. Cr Ps ^°l%sik. Leipzig 1860. 


19 


Forschungen von E. H. Weber und Fechner erhalten hat“. 
„Es ist kaum zu bezweifeln, dafs dies Gesetz auf einen 
grofsen Teil der socialen und politischen Phänomene ver- 
schiedenster Art Anwendung findet, wie denn schon die 
blofse unbewiesene Annahme seiner Gültigkeit auf eine 
ganze Reihe eigentümlicher Erscheinungen des Völker- 
lebens ein überraschendes Licht wirft“. Nachdem Lange 
ein Beispiel gegeben hat, fährt er fort: „Es genügt, hier 
gezeigt zu haben, dafs die mathematische Grundlage der 
Theorie des Glücks, welche uns die Bernoullische Formel 
an die Hand giebt, keineswegs vereinzelt in der Luft 
steht, sondern beim gegenwärtigen Stande der Wissen- 
schaften als einer der sichersten und bestbegründeten 
Punkte in diesem ganzen Gebiete der Forschung zu be- 
trachten ist“ 1 . 

Unter den englischen Nationalökonomen war Jevons 
wohl der erste, der auf Bernoullis Betrachtungen aufmerk- 
sam machte, die er aber erst kennen gelernt zu haben 
scheint, nachdem er seine eigenen Gedanken schon selbst- 
ständig entwickelt hatte ; man kann also nicht sagen, 
dafs Jevons durch unseren Autor wesentliche Anregung 
empfangen hätte. Überdies hat er die Bedeutung des 
Bernoullischen Schriftchens, das ihm im Original offenbar 
unbekannt war, entschieden unterschätzt. 

Es sei gestattet, zum Schliffs noch einige Worte über 
die vorliegende Neuausgabe liinzuzufügen. Herr Professor 
Pringsheim in IVItinchcn hatte die Fieundlichkeit. 
Bernoullis Abhandlung zu übersetzen und einige Anmer- 
kungen auszuarbeiten, die das Verständnis dei mathema- 
tischen Teile der Erörterungen erleichtern sollen. 

Vielleicht kann es sonderbar erscheinen, dafs die Er- 
örterungen über das sogenannte Petersburger Problem in 
diese Ausgabe aufgenommen sind, da sie für den national- 


1 Die Arbeiterfrage, 3. Aufl. Winterthur 1875. S. 113 fl‘. 
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ökonomischen Leser keine direkte Bedeutung haben ; 
dennoch schien es nicht angezeigt, die Abhandlung un- 
vollständig wiederzugeben, besonders da gerade dieses 
Problem, wie Bernoulli selbst ausdrücklich bemerkt 
(cf. b. 46), den eigentlichen Anstofs zur Aufstellung seiner 
\\ ert-Theorie gegeben hat und andererseits in der reichen 
Litteratur, die sich mit dem Petersburger Problem befafst, 
Bernoulli s Ansichten über den Wert öfters besprochen 
worden sind. Dafs die Lösung, die unser Denker für 
das fragliche Problem aufstellt, den Kern der Sache 
offenbar nicht trifft, ist neuerdings wohl selten oder nie 
bezweifelt worden 1 , und wird von Herrn Pringsheim in 
einer Anmerkung ausführlich begründet. 


1 

1895, 


cf. Bortkewitscli 
S. 337. 


Ludwig Fick. 

in Conrads Jahrbüchern; Jahre 

5 Ö* 


VERSUCH 


einer neuen Theorie 

der 

Wertbestimmung von Glücksfällen 

von 

Daniel Bernonlli. 


übersetzt und durch Anmerkungen erläutert 
von 


Alfred Pringsheim. 



§ 1 . 

Seit clie Mathematiker angefangen haben, sich mit 
der Wertbestimmung von Glücksfällen zu beschäftigen, 
wurde von ihnen behauptet: Man erhalte den Wert 
einer Gewinnhoffnung, wenn man die Werte 
der einzelnen möglichen Gewinne mit der 
Zahl der Fälle multipliziere, in denen sie ein- 
treten können, und das Aggregat dieser Pro- 
dukte durch die Zahl aller möglichen Fälle 
dividiere 1 ; dabei wird vorausgesetzt, dafs 


1 Man pflegt das Resultat dieser Operation als den 
Wert der m a thematischen Hoffnung — zum Unterschiede 
von der später zu betrachtenden moralischen — zu be- 
zeichnen. 

Bedeutet a 1? a 2 , • • *a n die Anzahl der Fälle, in denen 
beziehungsweise die Gewinne g x , g 2 , • • -g„ eintreten, so 
bestimmt sich nach dem im Texte gesagten der Wert li der 
mathematischen Hoffnung durch die Formel: 

h _ gl + ^2 g2 + ' • ■ + ftn gn 

a x + a 2 + • • • + a u 

oder wenn man setzt : 

a i + aa + • • • + a n = s, 

wo also s die Anzahl aller überhaupt möglichen 
Fälle bedeutet: 

ai f a 2 


a, 
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die betrachteten Fälle als gleich möglich er- 
scheinen - Acceptiert man diese Regel, so läuft die 

Da nun allgemein der Ausdruck ^ (fu r k = 1, 2 , • • • n ) 

zui-Ffdle haben' ?. e ?f. ni 6 e » 1 Fulle > & ^Iche den Gewinn g k 

der mathematischen Hoffnu nff etwas ki «T* ° U Wert 
definieren: Der "Wert ,1 n °, * kürzei folgend ermafsen 

..nng ist d«. Hoff, 

einzelnen miigluw?, ß * ““ P I 0 lIu kto u der 

SO» W.hr..k.*i »li Atoul, ° dl « -S0l.d.i- 

Ge^rY»' ’ ,,t * “ ,S 

Glücksspiele mttssei. t, d^e^ttLma t ^ ll l Ilgke w CiuSei ' icIlteteu 
beiden Gegner e i n a n d e*r HoHhong«, der 

einen Spieler zu leistende p? * * sei °> bezw - der von dem 

mathematischen Hoff, nun, se in““ w»” 1 * e ®£ aU gleich sei »^>' 
Würfelspiel vereinbarem bedon Al * B ; A Und B «i« 
emem Würfel jedesmal’ sovLl Mark *1 T''* Würfeu 
Augen wirft, so ist nach d« k ® lllaIten soll, a ] s e 

matische Hoffnung: ' ob,g ' eu Formeln seine mathe- 

h = + 1 • 4 + 1 . 5 + 1-6 

d + 1 + ^+~l + 1~+1 

d- h. er hätte,® wenl las S + J ^ + ^ ® + ^ * 6 * 3Va ’ 
El ° S Snli r A'' 3 , ,,s M,uk ™ -lim'”"' S8i ° so11 ’ m E «.»ei. 
Ma.k erhaltfn “■‘f'“ det Beworfenen Angen in 

sa?: - » -■«»: 

h = — 3-6 

j 1 y^+r+i 

6 + _3_ 

“l"» 1 «'«» Regeln der Bill T 0 ’ 

«■»«» kelteren eU/” 


1_ 

6 
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weitere Ausbildung dieser Methode offenbar lediglich darauf 
hinaus, alle überhaupt denkbaren Fälle aufzuzählen, sie 
alsdann in solche von gleicher Möglichkeit zu sondern und 
demgemäfs in Klassen einzureihen. 

§ 2 . 

Die zahlreichen Beweise, welche man für diese Regel 
gegeben hat, beruhen bei genauerer Prüfung durchweg 
auf der folgenden Hypothese: Wenn zwei Personen 
irgendetwas erhoffen, so sei keinerlei Grund 
vorhanden, warum die eine vor d e r andere n 
bevorzugt werden solle, und daher seien die 
Chancen beider als gleich zu erachten; die 
persönlichen Verhältnisse des Einzelnen seien hier- 
bei belanglos, und es komme nur auf diejenigen an, 
von denen das Eintreten des erhofften Ereignisses ab- 
liängt. 

Ein derartiges Urteil mögen vielleicht öffentliche 
Richter fällen: hier handelt es sich aber nicht darum, 
Rechtsurteile zu fällen, sondern Ratschläge zu 
geben, nämlich Regeln, vermöge deren jeder im stände 
ist, einen Glücksfall je nach seinen besonderen Ver- 
mögensverhältnissen abzuschätzen. 

§3. 

Um die Richtigkeit dieser Bemerkung zu zeigen, 
wollen wir annehmen, einem armen Teufel sei ein Los 
zugefallen, durch welches er mit gleicher Wahrscheinlich- 
keit entweder nichts oder 20000 Dukaten gewinnen 
kann. Wird nun dieser den Wert jenes Loses auf 
10000 Dukaten zu schätzen haben, und würde er thöricht 
handeln, wenn er dasselbe für 9000 Dukaten verkaufte ? 
Mir scheint das nicht der Fall, obschon ich andererseits 
meine, dafs ein sehr reicher Mann seinen Vorteil verkennen 
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würde, wenn er es eventuell ablehnte, jenes Los für den obigen 
Preis zu erwerben. Wenn ich aber in diesem Falle recht 
habe, so erscheint es offenbar unmöglich, den Wert eines 
Glücksfalles in der Weise abzuschätzen, dafs diese Wert- 
bestimmung für alle Menschen pafst, und daraus folgt zu- 
nächst, dafs die Pegel des § 1 zu verwerfen ist. Dagegen 
vann, \\ie bei genauerer Überlegung jedermann einsehen 
w!rd, der in jener Regel gebrauchte Ausdruck Wert so 

denkTr dadureh die 6an Z e Hegel ohne Be- 
hTe, • w„ , - « hier 

P.ei e 7qVu 7 ”r " i0ht aUS “>"»» «»feen 

zieht DurPrlT/n 1 J eder emzelne daraus 

Sch afs de S. Ta “ s<:h "'e‘-‘) bestimmt 

Vorteil ,1,1 ? ” 0 bst ,,ntl ist ihr alle gleich: der 

^ «* ää’ä: Eeiol,cn ’ 


§ 4 . 

ieder^SiXk’d^I^hAb- T'’ 0 " 80 ' v “‘ «efthrl, dafs ein 
alles weitere seta fl„^o n ?“ a °® Je " eS A “aä™ek. 

tliese neu i„ eo ,vL " ^ k °" nte: da abw ">“"c Hypo- 

bedürfen. Ich will <1,1,1!.' °' ’ T'‘ “"'«er Erläuterungen 
wie ich mir die Sache ' 1 SUC J len > ause inanderzusetzen, 
der folgende Säte ÖÄ 1 W-i "«bei soll „„ 

“»»die einzelnen d, “' e ” ' Multipliziert 

teile mit der Anzahl' dl! • p ,7, ” 7 d ' ” Vor - 

etntreten könne,, und s ! f alle > ?" «i«»»" sie 
jli es e r Produkte durch d • C V eit das Aggregat 
‘chen Fälle, so erhäl t d Anzahl alle ‘’ mög- 

teU ’ und d er diesem Vorteil e ' Uen Vor- 

' 01 teil entsprechen deGe- 
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winn stellt das Wertmafs für den fraglichen 
Glücksfall dar 2 . 

§ 5 . 

Auf diese Weise ergiebt sich nun aber, dafs man 
den Wert eines Glücksfalles nicht bestimmen kann, wenn 
nicht zugleich der Vorteil bekannt ist, der einem jeden 
aus irgend einem Gewinne erwächst, und auch umge- 
kehrt der Gewi n n angegeben werden kann , welcher 
zur Erzeugung eines bestimmten Vorteils für ihn er- 
forderlich wäre — Dinge, über die sich kaum etwas 
sicheres aussagen läfst, da sie von zu verschiedenartigen 
Umständen abhängen können. So wird z. B. in den 
meisten Fällen einem Armen durch den gleichen Gewinu 
mehr gedient, als einem Reichen; nichtsdestoweniger 
könnte für einen Gefangenen, der 2000 Dukaten besitzt, 
aber noch einmal soviel zur Wiedererlangung der Frei- 
heit bedarf, ein Gewinn von 2000 Dukaten mehr 'weit 
sein, als für einen minder begüterten. Immerhin sind 
Beispiele dieser Art, obschon man deren unzählige kon- 
struieren könnte, in Wirklichkeit selten. Wir werden uns 
also nur mit solchen Fällen beschäftigen, wie sie gewöhn- 
lich Vorkommen ; dabei wollen wir des leichteren Vei- 
ständnisses halber annehmen, dafs das Vermögen eines 
Menschen immer nur durch successives Hinzutreten un- 
endlich kleiner Incremente stetig sich vermehre. Alsdann 
erscheint es aber in hohem Grade wahrscheinlich, dafs 
jeder beliebig kleine Gewinn einen Vorteil 
er z euge, welcher dem schon vorhandenen Ver- 


2 Oder auch: Das Aggregat der Produkte der 

einzelnen m ö gl i c li e n Vorteile in die entsprechen- 
den Wahrscheinlichkeiten stellt den mittleren 
Vorteil d ar, und de r j e n i g e Gewinn, welcher diesen 
letzteren gleichfalls erzeugen würde, ist das 
Wertmafs des fraglichen Glücksfalles. 
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in ö gen umgekehrt proportional ist. Zur Er- 
üutening dieser Hypothese will ich zunächst sagen, was 
ich hier unter Vermögen verstehe, nämlich alles (las, 
was uns Nahrung, Kleidung, Bequemlichkeit, ja auch 
uxus und die Befriedigung irgend welcher Wünsche zu 
gewahren im stände ist. Hiernach können wir eigentlich 
on niemandem sagen, er besitze garnichts, wenn er nicht 

Hiu tM V “ r " nd “ " W fl "' <•* Mehrzahl der 

welöCltrVTS? 8 “ ihrel ' Arbei,skr * ft bestehen, 
. , , ‘ , ' die Fälligkeit zu betteln mit nmfafst- wer 
sieh durch Betteln jährlich 10 Goldgulden erwirbt der 
'■ d wob schwerlich unter der Bedingung, nie mehr zu 
betteln „der auf andere Weise etwas zu f weben „ine 
Summe von 50 Goldgulden annehmen und auf’ die ° 

zTCg'tittVe’e''^* !»“ ■». «k deren Audt 

nichts beste t undTo' 8 , TS 1 ““ 1 '’'’' i™«nd gar- 

möchte ilV ; "bendrein in Schulden stockt, so 

ochte ich es bezweifeln, ob er unter der gleichen Be 

ingiing d,e Bezahlung seiner Schulden nebs/einem noch 
weit greiseren Geldgeschenke annehmen whrde W„ 

z, iz er * T r Ji: h r 

100 Goldgulden erhält Id , B ”«umme von mindestens 
nur dann, wenn er 1000 Golden "T f Chu * den belastete 
wir sagen’ müssen d ,&der etae 1 «“T “ 
gülden reich sei öbscl.o., ' " e , 100 dw “*»» 1000 Gold- 
gebrauche jener’ niehb d' I “ Sprach- 

besitzt, 2 » J nichts, dieser aber noch weniger als nichts 


niemheh hefreiidLh'schelnendtnT ‘™ f ‘'"’o Clsls " blick 

hellt erst aus den im S in di.» Veimo g e “s-Sehätzung er- 
- rergleiche 
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§ 6 - 

Nach Aufstellung dieser Definition kehre ich zu der 
Behauptung des vorigen Paragraphen zurück, dafs nämlich, 
falls nichts ungewöhnliches dazwischen tritt, der aus 
einem beliebig kleinen Gewinne erwachsende 
Vorteil als umgekehrt proportional dem vor- f 
han denen Vermögen angesehen werden kann . * 1 2 3 

3 Zur Vervollständigung ist noch hinzuzufügen, dafs 
dieser Vorteil oder, wie er heute gewöhnlich genannt 
wird, der relative oder moralische N utze n aufserdem 
als d i r e k tproportio n a 1 mit dem Geld- oder T a u s c h - 
werte (absoluten Werte) des betreffenden Gewinnes anzu- 
selien ist (was B. offenbar als selbstverständlich voraussetzt). 

Der im Texte ausgesprochene Grundsatz, welcher speciell 
als das Daniel Ber noul lisclie Princip bekannt ist und 
die Grundlage der in den folgenden Paragraphen entwickel- 
ten Theorie von der sog. moralischen Hoffnung bildet, 
beruht: 

1) auf dem Erfahrungsgesetze, dafs dieser Vor- 
teil (relative oder moralische Nutzen) mit der Gröfse des 
Gewinnes überhaupt zunimmt, andererseits aber um so 
geringer erscheint, je gröfser das bereits vorhandene Ver- 
mögen war, mit anderen Worten, dafs er eine zun eh mene e 
Funktion des Gewinnes, eine abnehmende des Vermögens 
sein mufs ] 

2) auf der Hypothese, dafs derselbe gerade direkt 
p r o p o r t i o n a 1 mit dem Gewinne und u m gekehrt pro- 
portio n a 1 mit dem Vermögen variiert. 

Gegen den ersten Teil dieser Hypothese dürfte 
sich schwerlich etwas einwenden lassen: derselbe figuriert 
ja auch als Grundlage für die allgemein acceptierte Theorie 
von der ra athematische n H o f f n u n g und ist wohl nie- 
mals angefocliten worden. Dagegen wird man dem zweiten 
Teile, welcher das speciellc Eigentum Daniel B e r n o u 1 1 i s 
ist und den eigentlichen Kernpunkt* seiner Theorie bildet, 
den Vorwurf einer gewissen Willkllrlichkeit nicht er- 
sparen können, und man darf auch ohne Ungerechtigkeit 
zugeben, dafs eine durchgängige, kritiklose Anwendung dieses 
Principes zu offenbaren Ungereimtheiten führt. Immerhin 
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Eine genauere Betrachtung der menschlichen Natur zeigt 
in der That, dafs dieser Satz in den meisten Fällen an- 
wendbar erscheint. Es giebt wenige, die ihre jährliche 
Einnahme nicht vollständig aufbrauchen. Gesetzt nun 
aber, jemand hat ein Vermögen von 100000 Dukaten 
ein anderer ein solches von ebenso vielen halben Dukaten! 

' eU -Vno n ^ C Gr GrStere hieraus ein jährliches Einkommen 
\° n o00 ° Dukaten, der letztere wiederum ein solches von 

ihTir cn 1 •’ Di,k “'“ b “ iei "- » is * ‘'»'i' *»uig 

“ f f <len emc " «'■> 6«nzor Dukaten gerade ,„,° 

so v,e bedeutet W ie für den anderen ein halber, Z 

' t, daher der Gewinn eines ganzen Dukaten für den 

eraten meht mehr Wert hat, als der Gewinn eines halbe 

D^tenjur den zweiten. Wenn als« jeder von dtaseü 

si"h^\a!lgLmd”r?nM l SfT l l b? ’ " Ud V °> - 

wie die in §8 15 ’ 11 1Gn 1 S 1 ® eist ® n un( l z - B. in Füllen, 

“aÄlf^l:,^ »borie 

folgern, sogar von dem grofsen l” T' V °" seiuen ^aeh- 
schätzt worden ist Abfr 1 Lft JP Ia « e > zweif ellos liber- 
nicht, wie neuerd 1 J L f™ man lange 

Probabilitrs Xfs^SgVl^ m 8 ® ncm Calcul des 
absurd zu verwerfen zuirnl q • ec . tlian > dieselbe als einfach 
lieh darin besteht, dafs er in"'^ lu z 1 s Argument eigent- 
schichte von zwei Spielern l-oif f ast, ® 1 <? : 1 ’ ^ eise eil ie Ge- 

verständlich - UbeTdL Ll F rt ’ di ° sich ~ selbst- 
? u veranstaltenden Glücks^niS'^m zwiscben «men 
jeder bei deren Festse zung st'n e könn ® n > weü 

läge nach Mafsgabe de« 8 «. e »gene Vermögens- 
Geltung bringen will i m iihr 1 n 0 ul 1 1 sclle » Principes zur 

cinf gai ' . nicht Zllr AnlendLfd JS T" S ? 1 , bst hl 

£L 

iSnahe ° « Äaig“ U S^f ’ 
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beiden einen Gewinn von einem Dukaten macht, so wird 
dem zweiten daraus der doppelte Vorteil erwachsen, 
indem er ja zwei halbe Dukaten gewonnen hat. Da 
dieses Beispiel ein Bild von allen anderen giebt, so halte 
ich es für überflüssig, solche noch anzuführen. Auch ist 
der obige Satz um so richtiger, als die Mehrzahl der 
Menschen anderes Vermögen, als ihre Arbeitskraft kaum 
besitzt und von dieser allein zu leben pflegt. Freilich 
giebt es auch Leute, die an einem Dukaten mehr hängen, 
als mancher andere, der zwar weniger reich, aber frei- 
gebig ist, an mehreren Dukaten. Da wir aber zunächst 
immer nur einen und denselben Menschen ins Auge fassen 
werden, so kommt dergleichen für uns nicht in Betracht. 
Ferner ist klar! wer weniger Freude am Gewinn hat, dei 
trägt auch einen Verlust ruhiger. Da aber doch zuweilen 
besondere Ursachen existieren können, derentwegen sich 
die Sache anders verhält, so werde ich, um alle Fälle zu 
umfassen , die Untersuchung zunächst ganz allgemein 
führen und dann erst zu unserer speciellen Hypothese 
übergehen. 

§7. 

Es bezeichne also (s. d. Figur S. 32) AB das vor dem 
Eintritt des fraglichen Glüksfalles vorhandene Vermögen. 
Sodann werde über der Verlängerung BR von AB die- 
jenige Kurve BGS konstruiert, deren Ordinaten CG, DII, 
EL, FM etc. die Vorteile darstellen, welche den als 
Abscissen aufgetragenen Gewinnen BC, BD, BE, BF etc. 
entsprechen. Ferner seien m, n, p, q etc. diejenigen Zahlen, 
welche angeben, wie oft die Gewinne BC, BD, BE, BF etc. 
eintreten können, alsdann wird (nach § 4) der mitt- 
lere Vorteil dargestellt durch : 

p0 = m . CG + n . DH 4- p . EL + q . FM + . . . 
m + n + p + q + ... 

Errichtet man nun AQ, senkrecht auf AR und trägt darauf 





den rechtmäfsig zVlrhoffende^a' 16 N ° ~ AB > d - K BP 
des fragliches Glücksfalles darl^n “V*“ W ® rt 
wissen wollen, wie grofs der Fin ' ^ enn Wlr ferner 
d er obigen Glückshoffnung entspricht 36 " 1 Welcher 
Kurve nach der en te l“ ( ! c!’ S ° hat man die 

fortzusetzen, dafs jetzt°die Abs T in der Weise 

VeHust, dagegen die zugehötitTr P jedeSmal den 

Verluste entsprechenden Nacht . C inate P° den diesem 
ci„e m Spiele ,„i, g et ZZ n Da aber 

teil aus dem Verlust gleich dem v! , ," 6 “^" llcr Nach- 
«ft. «o hat man , aUS d ™ G<»in» 

aisuann bezeichnet Bp den F;„» . ? ~~ 1 0 zu 

satz, den niemand 
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überschreiten sollte, der auf seine Vermögensverhältnisse 
die gebührende Rücksicht nimmt. 

§ 8 . 

Zusatz! Bei der bisher von den Gelehrten gewöhn- 
lich angewendeten Hypothese, welche auf der Behauptung 
beruht, dafs jeder Gewinn ausschliefslich nach sich selbst 
zu schätzen 'sei, und dafs er stets einen direkt propor- 
tionalen Vorteil nach sich ziehe, wird die Kurve BS 
eine gerade Linie', wenn daher wiederum. 

p . , _ m . CG + n . DH + p . EL + c^FM+^^ 
m + n + p + q + -- * 

so folgt, sobald man auf beiden Seiten die entsprec en 
proportionalen Grüfsen einfuhrt, dafs. 

■„ RO + n ■ BP + P ■ BE -fq ■ BF+_^ 

— JiT+n + p + q + --' 

wird - völlig übereinstimmend mit der gewöhnlich an- 
gewendeten Regel. 

§ 9 . 

Zusatz II. Wenn ^ selbst - Verl üdtn^u 
dem gröfsten überhaupt möglichen j j 

endlich grofs erscheint, so wird dar Bogen BM aR mn 
unendlich kleine gerade Lmie betrac e w 

und in diesem Falle wird also am ^ . näherungs- 

Regel Platz greifen : dieselbe g' 1 j verhältnis- 

weise bei allen Spielen, m denen es sich 
mäfsig kleine Summen handelt. 

§ io. 

Nachdem * so die 

geführt haben, wenden wir uns jetzt j ^ Tfaat vor 

wähnten besonderen Hypothese, "e Zunächst ist hier 
allen anderen Betrachtung ' eit ie clie Natur 

unter Beibehaltung der Voraussetzungen des ö # 

Saintnl. staatsw. Schriften. - Bernoulli. 
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der Kurve sBS zu untersuchen. Da wir aber auf Grund 
unserer Hypothese unendlich kleine Gewinne zu betrachten 
haben, so werden wir die Gewinne BC und BD als nahezu 
gleich anselien , sodafs also ihre Differenz CD unendlich 
klein wird. Zieht man dann Gr parallel zu BR, so wird 
1 II ^ en unendlich kleinen Vorteil darstellen, den jemand 
mit dem Vermögen AC durch den unendlich kleinen Ge- 
winn CD erwirbt. Dieser Vorteil aber darf nicht blofs 
nach dem kleinen Gewinne CD (dem er allerdings unter 
sonst gleichen Verhältnissen proportional ist) abgeschätzt 
neuen, soncein auch nach dem vorhandenen Vermögen 
AG, dem er umgekehrt proportional ist. Setzt man also: 

AC — x CD = dx CG = y rH = dy, 
aufserdem : 

AB = a, 

«ml bezeichnet b eine getviese Konstante, so hot man*: 
dy = kjAl5 


D'ese „ Differential -Gleichung “• 
dy = b ‘T 

äs i 'V uiur “« d ” ‘« § s 

s, f *r 

portional ist. wobei also b ,• b um g°kehrt pro- 

Grade willkürlich zu wählenden Xp ft? zu 11 ciucm gewissen 
veränderlichen P ' ber für alle Werte x « u . 

deutet. n ^^Portionalitäts-Paktor« be - 

Aus dieser Differential-Gleichumr fnlo-i .• i 
zwischen x und v p;„„ n , n ° to, g t zunächst, 
stehen mufs: 7 Gme BezieI *«»g von der Form 

y = b-lg X + c, 

en n a t ü i liehen Logarithmus von 


dafs 

be- 


Wo das Zeichen lo 
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d. h. 


y = b . lg 


X 


ct 


x, C eine Konstante bedeutet. Denn aus dieser letzteren 
Beziehung geht durch Differentiation wieder die obige 
Differential-Gleichung hervor. Der Wert der Konstanten C 
ist nicht willkürlich, sondern bestimmt sich aus der Be- 
dingung, dafs im Falle gar kein Gewinn gemacht, also 
auch kein Vorteil } r erzielt wird, d. h. im Falle y = 0, 
das Vermögen x seinen ursprünglichen Wert ct behält, 
d. h. man hat: 

0 = b-lg ct 4- C 

also: 

C = — b-lg a, 

sodafs die obige „Integral-Gleichung“ die Form an- 
nimmt : 

y = b • lg x — b • lg ct = b-lg 


In Worten: Geht infolge irgend eines Er- 
eignisses eine ursprünglich vorhandene S um m e 
cc in die Summe x über, erzielt also der Besitzer 
des Vermögens ct einen Gewinn x ct ( b e z w. wenn 
x — a negativ ausfällt, einen Verlust a x), so 
w i r d d e r relative oder moralische Wert dieses Ge- 
winnes (bezw. Verlustes) dar gestellt duicli die 
Formel: 


y = b-lg 


x 



wo b einen positiven von ct und x unabhängigen Piopoi- 
tionalitäts-Faktor bedeutet (der lediglich von anderen Um- 
ständen, wie Zeit, Ort, individuellen Verhältnissen u. dergl. 

abhängen kann). . _ , . 

Da dieser relative Gewinn-Wert y nicht, wie dessen 
absoluter Wert x — von der Differenz x — a, son- 


dern von dem Quotienten-^- abhängt, so erkennt man, 

dafs derselbe bei gleichen Werten von x und abnehmenden 
Werten von « sehr viel schneller zunimmt, als der ab- 
solute Gewinn-Wert x — «, in der Weise, dafs er geradezu 

• 3* 
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Es ist daher die Kurve sBS eine logarithmische Linie, 


über alle Grenzen wächst, wenn a unter jede Grenze 
herabsinkt. 

. X ' >a y also x a positiv, so gilt offenbar das 
gleiche von y ; dagegen wird für x < a, geradeso wie x — a, 
auch y negativ. Ist endlich x = <r, findet also weder 
Gewinn, noch Verlust statt, so wird auch: y = b-lgl = 0. 

Im Falle eines negativen Wertes a liefert die Formel: 
y = b.i e i 

(NB. x immer als wesentlich positiv vorausgesetzt) für y 
e.nen komplexen Wert, d. h. einen solchen von der Form- 

sssl 

äs ; srr” 6 l d “ ’.ts.’äs 

-T 1? “ ,S Gr» „zf.il « lo 

ist Di „J“'. 8 “, e "! trltt ’ ,le1 ' geradezu am Verhungern 

sagen müssen, dafs jenem p,,, Zlnilmmt ) so wird man 

Ir Stet/ "H 1 "”” 

des Betteins) beraubf 'ebenTi BeT'ff ® S (“““Wie&licli 

während jedem, dem nocwinT “k ZU v «hungorn; 
offen steht, jeglicher Gewinn Existenz-Möglichkeit 

Zahlen mefsbarenVo t • f' 1 ? 01 * a ^ emal noc h durch 

als um so gröfser «h al ^-T 8 ™ Wttrdc > der ««r 

Betreftenden Vermögens-Verhältnisse' sind. “ ch 1 e ch ‘ 6 r lles 

Verstandes dmSiaiis tnSpSden' E ¥ ensch “- 
m § 5 aufgestellte Vermögens-Definitm 1 ^! )nisse bildet die 
Rechtfertigung. hmtion ihre nachträgliche 
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deren Subtangente stets = b und deren Asymptote die 
Gerade Qrj ist 5 . 

§ 11 . 

Vergleicht man dieses Resultat mit dem in § 7 gesagten, 
so ist offenbar: 

FO = b.lg“ 


und ebenso : 


AC 


AD 


CG = b.lg£g, DH = b.lg-£g, u. s. f. 


5 Dafs die fragliche Kurve die Y-Axe zur Asymptote 
hat, erkennt man ohne weiteres daraus, dafs für x 0 . 
y = — co wird. 

Dagegen bedarf die auf die Subtangente bezügliche Be- 
merkung einer Korrektur oder zum mindesten, wenn mau 
dem Ausdrucke „Subtangente die heute durchweg üb- 
liche Bedeutung beilegt, eiuer Modifikation. Man hat hiei 
nämlich unter „Subtangente“ nicht, wie sonst üblich, 
die Projektion der Tangente (vom Schnittpunkte mit der 
Abscisscn -Axe bis zum Berührungspunkte) auf die 
Abscissen- Axe zu verstehen, sondern die Projektion der 
Tangente — vom Schnittpunkte mit der Ordinaten-Axe 
bis zum Berührungspunkte — auf die Ordinaten-Axe 
(d. h. mit anderen Worten: die Sub tauge nte im ge- 
wöhnlichen Sinne, jedoch für den Fall dafs man die Y-Axe 
zur A b s c i s s e n - Axe macht). Bezeichnet man nämlich die 
Länge dieser Linie mit t und mit (jf> und ip die Winkel, 
welche die Tangente, bezw. mit der positiven Abscissen- 
und Ordinaten-Richtung bildet, so hat man offenbar: 


t dy 

- = cot t p = taug (f = ^ , 


und da hier : 


wird, schliefslich : 


dy _ b_ 
dx x 

t = b- — 
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Da nun 


ni . CG -f n . DH + p . EL + q * FjVI + . . . 
m + n + p + q ... 


AE 


P0 = 

so folgt jetzt: 

b -'«AP =r bJ «5B +Ilb - ,s ÄB + P 1 - ls ÄB 
AF \ 

+ flb ' ls ÄB + "7 : ( m + n + P + f l + ---) 

und daher: 

AP=(AC m . AD“ . AE<> . AF'i . . .) 


1 


m + n + p + q + ...' 
Subtrahiert man hiervon noch AB, so stellt der Rest BP 
den Wert des fraglichen Glücksfalles dar 0 . 

Wendet man wiederum die Bezeichnungen der Anm. 1 
an, d. li. bezeichnet man die einzelnen zu erwartenden Ge- 
winne mit g„ g2 , ... gn> die Anzahl der Fülle, in denen sie 
emtreten können, bezw. mit a,, a 2 • • -a n , aufserdem das 
vorhandene Vermögen, wie oben, mit a, so ergiebt sich als 
relativer Wert des fraglichen Gliicksfallcs, oder, wie man 

ran^T 1 L nS aCe) / U Sa ° en P fle #» als Wert der mo- 
ralischen Hoffnung der Ausdruck: 

H = |(a + g,) 1 (a + g 2 ) a2 . . .( ß + g n ) a ” | a i + a 2 + ••• + a,i n 

oder auch, wenn man wiederum a, + « a +. . .+ a „ 


a i a 2 

s / . vT 


s setzt: 


H - (« + gi) S (« + g 8 ) 3 • • • <a + g„) s _ ß 
— ( ß + gi) (a + g 2 ) P " • • • (a + g n ) P " _ ß) 
wo Pk = ~ (k = 1, 2, • • • n ), die für das Eintreten des 

«wTerT? r l SU K erende Wahrscheinlichkeit be- 

tZ ^flraC aSpretn:Xn de c^iüt tu 
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§ 12 . 

Der vorige Paragraph liefert also die folgende Pegel: 
Man erhebe jeden einzelnen möglichen Ge- 
winn, nachdem man zuvor das vorhandene 
Vermögen dazu addiert, in diejenige Potenz, 
welche durch die Anzahl der entsprechenden 
Fälle angegeben wi r d * darauf multipliziere man 
alle diese Potenzen mit einander und ziehe 
aus ihrem Produkte diejenige Wurzel, dere n 
Grad gleich der Summe aller überhaupt mög- 
lichen Fälle ist: subtrahiert man dann schliefs- 
1 i c h v o n dieser Wurzel das vorhandene Ver- 
mögen, so giebt der Rest den Wert des frag- 
lichen Glücksfalles an. 

Dieser Satz ist grundlegend für die Wertbestimmung 
einer Glückshoffnung in den verschiedensten Fällen, und 
ich könnte auf ihm — gerade so, wie es bisher mit der 
gewöhnlichen Hypothese geschehen ist — eine vollständige 
Theorie aufbauen. Indessen, so sehr sich auch ein solches 
Unternehmen durch seine Nützlichkeit, wie durch seine 
Neuheit empfehlen würde, so zwingen mich doch andere 
bereits begonnene Arbeiten , davon abzusehen. Ich will 
daher an dieser Stelle von dem, was sich mir bei einigem 
Nachdenken zunächst darbot, nur das wichtigste anftiliren. 


§ 13 . 

Vor allem ergiebt sich aus dem vorigen, dafs bei 
jedem Spiele, mögen dessen Bedingungen noch so gerecht 
angenommen werden, jeder der beiden Mitspieler von 
vornherein einen bestimmten Verlust erleidet gewifs 
ein deutlicher Fingerzeig der Natur, das Glückspiel zu 


darauf diese Potenzen mit 
ziert und ihr Produkt u m d 
mögen vor m i n d e r t. 


einander multipli- 
a s vorhandene V e r - 
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meiden. Es folgt dies aber aus der Konkavität der Kurve 
s gegen BR. Macht man nämlich den Einsatz Bp 
gleich dem erhofften Gewinne BP, so zeigt es sich, dafs 
im VeriustfaUe sich ergebende Nachteil po stets 
grofser wn-d als der eventuell zu erhoffende Vorteil 

, C1 ° u dies a ber für den Mathematiker an sich 
mlanglich klar erscheint, so will ich dies doch zum all- 
gemeinen Verständnis noch durch ein Beispiel erläutern. 
Es seien also zwei Spieler vorhanden, von denen jeder 

dLlT— V0 " 100 Dl ' ka,en besiföl «« Hälfte 

wZde^ söT DaCh b0i< ‘ el ' Seitt " Chancen 

bietenden Spiele emsetzt. Alsdann wird jeder noch 

. aten Und dazu die Hoffnung auf den Gewinn von 

Wege ? 5ha 7 tUng ,äfst Sich auf dem 

«ommen, es w r°,l fol gendermafsen begründen. Ange- 

durch den Gewinn e in & V ° rhandene Vermögen a einmal 
Verlust g in ß — £T übere-nftiVf ^ andere Mal durch den 
Wert G des Gewinn?^ der moralis <*e 

die Formel: 1 § 10 Haigestellt durch 


6 = b . ls ^±i =b {, 6(o + g) _ |ga) 


«ad ebenso der moralische Wert ff Oes Verlostes g dorch 

& = b • lg“ — ? | j i / N * 

a 3 \ ( a g) — lg al, 
und daher ist der positive Wert I n' | r 
gativen Gröfse: * ' G ' dieser an ne 

Hiernach wird^: ^ b ^ ^ a lg (a g) }. 

-|G'| = b{lg(a + g ) + i g(a _ g) _ } 

r/2 o Ö J 


also: 


<0 ( da ^~^ <l) 

G <|G'|, q. e. d. — 
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100 Dukaten haben. Die Summe hiervon repräsentiert 
aber nach der Regel des § 12 einen Wert von nur 

i_ 

(50 1 . 150 1 ) 2 oder : V50 . 150 d. h. weniger als 87 Dukaten, 
sodafs also trotz der völligen Gleichheit der Chancen jeder 
bei dem Spiele einen Nachteil von mehr als 13 Dukaten 
erleidet. Um aber auch noch jene andere, dem natür- 
lichen Verstände von selbst einleuchtende Wahrheit recht 
deutlich zu machen, dafs nämlich ein Spieler um so thö- 
richter handle, je beträchtlicher der Teil seines Vermögens 
ist, den er einem Glücksspiele aussetzt, wollen wir das- 
selbe Beispiel mit dem einzigen Unterschiede betrachten, 
dafs der eine Spieler vor dem Einsätze seiner 50 Dukaten 
deren 200 besessen habe. Dieser erleidet da nn einen 
Nachteil, welcher durch den Ausdruck 200 — Vl50 . 250 
dargestellt wird, also einen solchen von nur wenig über 
6 Dukaten. 

§ U. 

Wenn hiernach jeder, der einen noch so kleinen Teil 
seines Vermögens einem Glücksspiele mit gleichen Chancen 
aussetzt, unklug handelt, so wird es von Interesse sein, 
hier zu untersuchen, einen wie grofsen Vorteil man beim 
Einsätze des Geldes vor seinem Mitspieler voraus haben 
müsse, um sich ohne Schaden auf das Spiel einlassen zu 
können. Nehmen wir wiederum das Spiel möglichst ein- 
fach an: es bestehe aus zwei gleich möglichen Fällen, 
einem günstigen und einem ungünstigen. Der im glück- 
lichen Falle zu erlangende Gewinn sei = g, der im un- 
glücklichen zu verlierende Einsatz = x, das vorhandene 
Vermögen = a. Alsdann wird. 

AB == a BP =■ g PO = b lg^ (s. §10) 

und da (nach § 7): po = PO ist, so ergiebt sich aus der 
Ncitur der lo^&ritliniiscliGii Ivuivg. 
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Da aber Bp den Einsatz x darstellt, so hat inan : 

a g 


x= 


Ci + g 

also eine Gröfse, welche stets kleiner ist, als der erhoffte 
Gewinn g 8 . Hieraus geht auch hervor, dafs der sehr 
thöricht handelt, welcher sein ganzes Vermögen wegen 
einer noch so grofsen Gewinnhoffnung aufs Spiel setzt, 
wie jeder leicht begreifen wird, der unsere vorausge- 
schickten Definitionen richtig erfafst hat. Und auch die 
im bürgerlichen Leben allgemein anerkannte Thatsache, 
dafs der Eine irgend eine zweifelhafte Sache vernünftiger 
weise riskieren darf, ein anderer aber nicht — findet im 
vorstehenden seine Erklärung. 

§ 15 . 

Eine besondere Betrachtung verdienen hier die Ge- 
pflogenheiten der Kaufleute bei der Versicherung der 
Waren auf See. Zur Erläuterung diene das folgende 

Etwas deutlicher folgendermafsen : Für den relativen 
oder moralischen Wert G des Gewinnes g hat man: 

G = b.lg^ = b . | lg (a + g) — lg a j 
und für den moralischen Wert X des Verlustes x: 

X = b • lg ~~ = b { lg (a x) — lg a J , 

S 11 . ' X! = b { lg a — lg(a — x)}. 

finden:” 1 X 1 = G werden > «infs die Beziehung statt- 


also : 


lgB -x) = lg(a + g) — lg(o), 


woraus schliefslich 


lg (a — x) = lg 


ß + g’ 


x = -fL8_ , 

' — , q.e.a._ 
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Beispiel. Cajus aus Petersburg hat in Amsterdam Waren 
gekauft, die er für 10000 Rubel verkaufen könnte, wenn 
er sie in Petersburg liegen hätte. Er läfst sie also auf 
dem Seewege anfahren, ist aber unsicher, ob er sie ver- 
sichern soll oder nicht. Dabei weifs er, dafs von hundert 
Schiffen , die um diese Jahreszeit von Amsterdam nach 
Petersburg fahren, gewöhnlich fünf zu Grunde gehen. 
Immerhin kann er niemanden linden, der für einen ge- 
ringeren Preis als 800 Rubel die Versicherung übernehmen 
will, was ihm aufserordentlich hoch erscheint. Es fragt 
sich also: Wie grofs mufs das Vermögen des Cajus aufser 
den genannten Waren sein, damit er verständigerweise 
die Versicherung unterlassen könne? Dieses Vermögen 
sei nun = x; dann wird dasselbe im Verein mit der 
Hoffnung auf eine glückliche Landung der Waren darge- 
stellt durch den Ausdruck: 

100 20 

V(x + 10 000) 05 .x 5 = V(x + 10ÖÖ0 ) 19 .x, 

falls er auf die Versicherung verzichtet: falls er dagegen 
darauf eingeht, so hat er ein sicheres Gesamtvermögen 
von : (x + 9200). Setzt man diese beiden Gröfsen einander 
gleich, so ergiebt sich: 

(x + 1 0 000) 19 . x = (x + 9200) 20 

und hieraus näherungsweise: x = 5043. Wenn also Cajus 
aufser der Hoffnung auf seine Waren noch über 5043 Rubel 
besitzt, so wird er gut thun, die Versicherung zu unter- 
lassen; besitzt er aber weniger, so sollte er darauf ein- 
gehen. Wenn nun ferner gefragt wird: Wieviel Ver- 
mögen mufs derjenige, welcher die Versicherung für 
800 Rubel übernommen hat, mindestens besitzen, um dies 
verständigerweise thun zu können? so ergiebt sich zur 
Berechnung dieses Vermögens y die Gleichung: 

20 

V(y + 800) 19 (y — 9200) = y 

und hieraus näherungsweise: y== 14243 — eine Zahl, 
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die man auch ohne neue Rechnung aus der oben gefun- 
denen hätte ableiten können Wer also weniger besitzt, 
der handelt thöricht, wenn er die Versicherung übernimmt, 
wogegen jemand mit gröfserem Vermögen garnicht un- 
recht damit hätte. Daraus geht hervor, wie vorteilhaft 
sich die Einführung solcher Versicherungen erweist, da 
sie beiden Teilen grofsen Nutzen bringen können. Hätte 
Cajus schon für 600 Rubel die Versicherung erzielen 
können, so wäre es unklug gewesen, sie zurückzuweisen 
solange er weniger als 20478 Rubel besitzt; dagegen 
würde er allzu ängstlich handeln, wenn er bei einem 
Vermögen von über 20 478 Rubeln die Waren so versichert. 
So würde andererseits auch jemand, der weniger ik 
29878 Rubel besitzt, nicht klug thun, falls er dem Cajus 
d.e Versicherung für 600 Rubel antrüge; dagegen wäre 
dies für ihn vorteilhaft, falls er mehr besitzt. Niemand 
r ~ und , wäre er "och so reich — würde ein gutes 
ÄtC Gr ^ ^^Versicherung für 


Ferner ergiebt sich aus unserer Theorie nor-1. «• 
weitere Regel, die für manche gleichfalls nicht I 
Nutzen sein wird, nämlich dafs es gemtene r ht jfT 
Guter, die einer Gefahr ausgesetzt sind, in mehrere Teile 

9 Setzt man nämlich: 

Y ' — z -j- 9200 

SÄ?“ Gh ““ g z ” Be,a "‘”'W ™. y „ w ln dio 
20 

oder; VF : nöÖÖ)^T2 = z + 9200 

(z + 10000)».« = (z + 9200) 20 

7 = x + 9200. nd daher: 
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zu zerlegen, als sie alle auf einmal zu riskieren. Ich 
will dies wiederum näher erläutern. Sempronius besitzt 
im ganzen bare 4000 Dukaten und aufserdem in fernen 
Ländern Waren im Werte von 8000 Dukaten, deren 
Transport nur zur See geschehen kann. Erfahrungsge- 
mäfs stehe aber fest, dafs von 10 Schiffen je eins zu 
Grunde geht. Unter diesen Umständen behaupte ich, 
dafs die aus den Waren erwachsende Hoffnung für 
Sempronius einen Wert von 6751 Dukaten (nämlich: 

io 

Vl2000' J .4OÖ0 — 4000)' repräsentirt, falls er die ganzen 
8000 Dukaten einem einzigen Schiffe anvertraut. Wenn 
er aber die Waren zu gleichen Teilen auf zwei Schiffe 

verladen läfst, so hat seine Hoffnung einen Wert von: 
’ioo 

(Vl2 000 81 .8000 18 . 4000 — 4000) d. h. 7033 Dukaten. 
Und so wird die Hoffnung des Sempronius sich immer 
günstiger gestalten, je kleiner die einzelnen Teile sind, 
die je ein em Schiffe anvertraut werden. Immerhin wird 
dieselbe niemals den Wert von 7200 Dukaten übersteigen. 
Diese Bemerkung dürfte auch für diejenigen von Nutzen 
sein, welche ihr Vermögen in Wertpapieren anlegen oder 
es anderen Wechselfüllen des Glückes aussetzen. 

§ 17. 

Sehr vieles von dem, was ich nun leider übergehen 
niuls, clüifte gleichfalls neu und keineswegs wertlos 
erscheinen. Und wenn freilich auch jeder, der mit 
einigem gesunden Menschenverstände begabt ist, den 
gröfsten Teil davon schon von selbst einsieht und darnach 
handelt, so dürfte doch früher niemand geglaubt haben, 
dafs man diese Dinge so scharf definieren kann, wie es 
m diesen Beispielen geschehen ist. Und gerade weil alle 
diese Sätze so vortrefflich mit den Ergebnissen der natür- 
lichen Erfahrung übereinstimmen, so wäre es unrecht 
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sie wie unbewiesene Wahrheiten, die sich nur auf un- 
sichere Hypothesen stützen, zu vernachlässigen. Dies mag 
auch noch durch das folgende Beispiel bestätigt werden, 
das zu den vorliegenden Betrachtungen den Anstofs ge- 
geben hat, und dessen Geschichte folgende ist. Mein 
sehr verehrter Oheim, der berühmte Nicolaus Ber- 
noulli, Professor beider Rechte an der Akademie zu 
Basel, legte einmal dem bekannten Montmort fünf 
Probleme vor, die man in dem Buche: Analyse sur 
les jeux de hazard de Mr. de Montmort, p. 402 
findet. Das letzte dieser Probleme* lautet folgendermafsen : 
Peter wirft eine Münze in die Höhe und zwar 
so lange, bis sie nach dem Niederfallen die 
Kopfseite zeigt; geschieht dies nach dem 
ersten Wurf, so soll er dem Paul l Dukaten 
geben; wenn aber erst nach dem zweiten: 2 
nach dem dritten: 4, nach dem vierten: 8, und 
so fort in der Weise, dafs nach jedem Wurfe 

die Anzahl der Dukaten verdoppelt wird. Man 
flTvZl [c ^ en T , Wert A hat di. Gewinnhoffnung 

‘ U ‘ . Diese Aufgabe erwähnte mein oben 

genannter Oheim m einem an mich gerichteten Briefe 
unc knüpfte daran den Wunsch, meine Ansicht darüber 
zu hören. Obschon nämlich die Rechnung zeige, dafs 

o nung des Paul unendlich grofs ist, so dürfte 
es, wie er bemerkt, doch wohl keinen halbwegs vernünf- 

20 D l T r h : n ’ dGr nidlt jene Hoffnu "S gern für 
20 Dukaten verkaufen würde. In der That, sobald wir 

diese Sache nach den gewöhnlichen Regeln angreifen 
finden wir für die Gewinnhoffnung des Paul einen un- 
endlich grofsen Wert, wiewohl niemand dieselbe auch nur 
fui einen ziemlich geringen Preis erwerben wollen wird«. 


10 

Namen 


Die obige Aufgabe, 
des P etersburger 


welche gemeinhin unter dem 
Problems bekannt geworden 
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Wenn wir aber die Rechnung nach unseren neuen Regeln 
anstellen , so finden wir erst die richtige Lösung dieses 


ist hat einer grofscu Zahl von Mathematikern viel Kopf- 
zerbrechen verursacht. Wie mir scheint, sehr überflüssiger 
Weise! Denn die mathematische Rechnung oder, 
genauer bezeichnet, die Anwendung der Üblichen i ormel 
für die mathematische Hoffnung liefert m Wahr- 
heit absolut nichts, was dem gemeinen Verstände zu- 
widerliefe oder auch nur paradox erscheinen konnte, 
sofern man nur den letzteren auch schon hei der Stellung 
des f r a g 1 i c h e n P r o h 1 e m s einigermafsen zu Rate zieht. 

Will man nämlich die mathematische Lösung irgenc eines 

Problems mit den Ergebnissen der täglichen Li f al g 
vergleichen, so mufs doch vor allem das Problem selbst so 
gestellt sein, dafs dasselbe er fahr ungsgema s( . , 

erscheint. Bei der Aufgabe, wie sie oben gestellt ist, wird 
nun angenommen, dafs eventuell in infini tum fortgespiel 
wird, denn es erscheint ja in der Tliat a priori keines- 
wegs ausgeschlossen, dafs, solange man auch die Münze 
werfen möge, beständig die Schrift nach oben fallt. 
Einzig und allein auf der Voraussetzung, dafs es in 
diesem Falle effektiv möglich erscheint, einen une d 
lieh o-rofsen Gewinn zu erzielen, beruht das hustende 

falls in infinit um foitsetzen, c g :• s i c h einen un _ 

liin alseine logische Unniog 1 ? welcher nach 

endlich greisen Gewinn «.«»tellon^^ 

S c li 1 u f s (!) des unendlich lau» eg aber einfach 

zur Auszahlung gelangt. In °fn 1 .. uu l dieser Fiktion heraus- 
absurd, zu fragen, des prak- 

gereehnetcr Einsatz ml * £ ° gebracht werden kann. 

tischen Vorstandes in Einklang gen^ ^ ^ 

Solange man m d ‘ eser ff durchaus unzulässigen 

heutigen mathematischen Begriffen kauu überhaupt 

Weise mit dem „Unendlichen 1 WiU man zu 

niemals etwas vernünftiges eiaus* ■ wird man zu- 

wirklich brauchbaren Resultaten gelangen, 
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Knotens. Die Lösung der Aufgabe gestaltet sich nämlich 
auf Grund unserer Principien folgendermal’sen. 

nächst das Spiel als begrenzt voraussetzen müssen, d. li. 
man nehme an, es sei eine bestimmte Zahl n als Maxi- 
malzahl der überhaupt zulässigen Würfe festgesetzt, der- 
art, dafs also spätestens mit dem n ten Wurfe das Spiel ab- 
bncht , und Peter verpflichtet ist, an Paul die Gewinn- 
Summe 2 auszuzahlen, falls die Münze bei allen n Würfen 
Schritt gezeigt hat (da ja in diesem Falle frühestens 

s»?r s&r w " fc K ? f v "™ hd '‘ 

konnte) Dabe kann man sich — vorläufig wenigstens — 
cie Zahl n noch beliebig grofs denken, z. B so o-rofs 
dafs sie ausreichen würde, um nötigenfalls P e t e r und Paul’ 

lln Lebensende mit dem fraglichen Spiele zu be- 
zahl Tin der P rLT^^frtngf 61 ?! “T“’ *** * ^ 

Waln^l d . ei '? ben gemachten VorausLtzung\eSn die 
Wahrscheinlichkeiten, beim 1 *” bezw friil.l t 
beim 2 lon , 3 ton . . . „t« W _,L £ „ » Dezw - ti ü bestens 

durch die Zahlen: K ° pf ZU treffen > dargestellt 

III 1 
2’ 2 2 ’ 2 3 ’ * ‘ *2"’ 

während die entsprechenden Gewinne die Werte: 

besitzen. Dazu kommt noch als höchster möglicher Gewinn 

2” mit der Wahrscheinlichkeit I (für den Fall, dafs auch 

noch beim n ten Wurfe Schrift fumi i 

Pauls mathematische Hoff ’ UU< | 6S Wlrcl daber 

die Formel : U o f f n u n g dargestellt durch 


2 * 1 + 2 2 ’ 2 * + 2 ® ' 22 + ‘ 
* + >■ 


• + 5--- 2M+ r. ; 2- 


Dies ist also auch der Wert des zu leistenden Einsatzes 
wahrend der allenfalls mögliche Maximal C ' „ • ‘ i ’ 

W e .,L 2- beste. Hierauf siebt ™ ' ££ 4 “ 
der Anzahl n der zulässigen Würfe auch der Einsatz be 
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' §18- 

Die Anzahl der zu betrachtenden Fälle ist hier un- 
endlich grofs. Die Hälfte davon fällt so aus, dafs das 


ständic aber freilich im Vergleiche zu dein Maximal - 
Gewinn au fser ordentlich langsam wächst, und es ist 
auch nichts dagegen einzuwenden, wenn man sagt, clals der- 
selbe Uber alle Grenzen wächst, wenn n an keine 
Grenze gebunden ist, d. li. wenn es für zulässig gilt, 
das Spiel eventuell in infinitum fortzusetzen. Aber 
hierin liegt doch wahrlich nichts paradoxes, vielmehr 
dürfte es dem simpelsten Verstände einleuchten, dafs mit 
z u n e h mendenGewinn-C h ai.ee n bei gerechten Sp.el- 
bedingungen auch der Einsatz zunehmen mufs Fragt 
man nun aber, bis zu welcher Grenze es für Paul prak 
tisch vernünftig erscheint, den betreffenden Einsatz zu 
leisten, so wird man vor allem darüber Klarheit gewinnen 
müssen, inwieweit P e tc r in der Lage sein dürfte, die mög- 
lichen Gewinne auch wirklich aus zu zahlen Nimmt 
man beispielsweise n = 100 an - was doch im Vergleiche 
zu dem ursprünglich in infinitum propomerten Spiele 
als eine sehr bescheidene Zahl erscheint — so hatte also 
Peter in dem für ihn ungünstigsten Falle den Gewinn von 
2 l0ü Dukaten auszuzahlen. Da nun: 

log 2 = 0,30103 

und daher: 

l 0 n* 2 100 =- 100 lg 2 = 30,103 , 

so ergiebt sich, dafs 2™“ eine Zahl mit 31 Ziffern bedeutet 
Da eine Milliarde = 1000 Millionen nur aus einer 1 mit 
9 Nullen und somit die dritte Potenz einer Milliarde aus 
einer 1 mit 27 Nullen, also erst aus 23 Ziffern besteht, so 
erkennt man, dafs jener Gewinn von 2 Dukaten eine 
Smnmo repräsentiert, c» deren Zahlung alle Sd, «tue der 
E™e nicht au, reichen würden. Paul wäre daher autser- 
eÄrUich «rieht, wenn er auf die »Sl-hked htu e,,^ 
tuell einen Gewinn zu erzielen, der ihm unter keine 
Umständen ausbezahlt werden kann , den ^ entsprechen- 
den, verliältnismäfsig immerhin noch sehr bescheidenen Ein- 
satz von 51 Dukaten leisten würde. 

■Samml. staatsw, Sclirifteu. - Beraoulli. 4 
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Spiel mit dem ersten Wurfe zu Ende ist; der vierte Teil 
so, dafs dies mit dem zweiten Wurfe stattfindet; der achte 

Betrachten wir als zweites Beispiel den Fall n = 30 , 
so wird hier: 

log 2 30 = 30 lg 2 = 9,0309 , 

so dafs also hier fiir den Maximalgewinn 2 30 eine Zahl von 
etwas Uber eine Milliarde resultiert. Nehmen wir ferner 
an, um die ins Spiel kommenden Summen praktischen Ver- 
hältnissen ein wenig nilher zu rücken, dafs Peter und 
la ul nicht um Dukaten, sondern um Zclintcl- 
ff““ 1 S % spielen, so würde der von Peter eventuell zu 
zahlende Maximalgewinn immerhin noch eine Million 
Mark betragen, während der von Paul zu leistende Ein- 
satz sich auf 1,6 Pfennige reduziert. Nun frage ich, ob 

?i n Pau1 ’ auc]l wenn derselbe keineswegs 
Rothschild sein sollte, für einen leichtsinnigen Ver- 
schwender erklären wird, falls er gelegentlich die obi-e 

JjESrt Tü 1,6 Pfen r n ' ge aU das tägliche Spiel wagt? Er 

wenn IS 61 T- äUfserSteU Falle 1 > 6 P ^nige - nämlich 
wenn gleich beim ersten Wurfe Kopf fällt — er rettet- 

Anderen W«„e„: di, Snil.e veS“ eicil Ä“#*"' 

winn -n ” ln ii ei ‘ lja ® e 5,0111 lcann ’ den entsprechenden Ge- 
iiber aUSZUzahlen > so erscheint eine Fortsetzung des Spieles 

s r Ät 
& - ÄiirÄ t 
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— mit dem dritten, der sechzehnte — mit dem vierten 
u. s. f. Wenn sodann die Anzahl aller möglichen Fälle, 

eine relativ sehr g r o Ts e oder gar, wie oben geschehen, 
auf eine unbegrenzte Anzahl von Würfen zu basieren, 
und es ist keineswegs die Schuld der Math em ati k, wenn 
hierbei etwas herauskommt, was jeder vernünftigen Praxis 
zuwiderläuft, sondern diejenige der AI a t h e m a t i k e r, welche 
ein absolut richtiges und vernünftiges Resultat 
des mathematischen Calculs in unverständiger Weise ange- 
wendet haben. Die M a t h e m a t i k selbst hat i m m e r u n d 
unter allen Umständen Recht, und sie wird sich in 
dubio auch stets als klüger und zuverlässiger erweisen, 
als die berühmtesten Mathematiker, für welche ja doch 
immerhin er rare hum an um est. 

Es erscheint nun überaus lehrreich, dafs nach 13er- 
lioullis Aussage gerade das vorliegende Problem ihn auf 
die Hypothese von dem relativen oder moralischen 
Nutzen eines Gewinnes und damit auf die ganze Theorie 
von der moralisclienHoffn u n g geführt hat. Es erging 
ihm hier einigermafsen, wie Saul, der auszog, um seines 
Vaters Eselin zu suchen und ein Königreich fand. Ich will 
damit sagen, dafs diese Theorie sich als wertvoll erweist zur 
Behandlung einer ganzen Anzahl von Problemen (cf. §§15, 16), 
die für das praktische Leben sehr viel mehr Bedeutung 
haben, als jenes in Wirklichkeit doch recht überflüssige 
Glücksspiel (wie ja auch ihrer Anwendung auf das frag- 
liche, aber freilich zuvor in dem oben angegebenen Sinne 
richtig zu stellende Problem nichts entgegonsteht ; nur 
wird sich Peter dann erst recht hüten, das Spiel anzunehmen!); 
dafs dagegen Bernoulli den in der Formulierung jenes 
Problems enthaltenen Grundfehler in keiner Weise auf- 
geklärt hat, vielmehr durch unpassende Anwendung 
seiner Formel dieser Aufklärung geradezu hinderlich ge- 
Avesen ist. Denn da die von Bernoulli herausgerechneten 
W erte insofern den Anschein einer gewissen Ver- 
nünftigkeit erwecken, als nunmehr an die Stelle der 
früheren Lösung co ganz bestimmte endliche Zahlen 
treten, so haben sich thatsächlich die späteren Mathematiker 
zumeist bei dieser angeblichen Lösung beruhigt, und selbst 
eine so gewaltige und für die Wahrscheinlichkeits-Rechnung 
geradezu klassische Autorität wie Laplace hat dieselbe 

4 * 
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obsehon dieselbe unendlich grofs ist, vorläufig mit N be- 
zeichnet wird, so giebt es offenbar N Fälle, in denen 
Paul 1 Dukaten gewinnt; N, in denen er 2; -i N, in 

denen u 4, bf, in den er 8 gewinnt u. s. f. in infinitura. 

Sei nun das Gesamtvermögen des Paul = a, so hat die 
fragliche G ewinnhoffnung den Wert: 

W.ilii'f Liv« k u er r! U T^ < T ““ ie “^«1«. <lc» jro- 

bon„, H, 

»«SÄ de,’ 

dargestellt findet S? ^.e Sache geradeso fehlerhaft 
-Rech er dies sur 1 ° leic b schon ^ olssou m seinen 
(1837) auf die Ti ,. a P r °babilite des jugements“, 
gemacht hat ( Ln? - u ^n^‘ c l>keit dieser Lösung aufmerksam 

Ausnahme bildet d-,?' i P ' ^ ie ®T‘ Se mb- bekannte 

mit dessen Ausfiihr, obe, \ Clt >erte Buch von Berti- and, 

ich indessen keines "l? i ^ 6egeustand ( S - ** ff-) 

Im iibrin.. 1 . g durchweg einverstanden bin. 

im übernächsten Para»* 'T e . inzi S? r B1 ‘ck auf die 

zeigen, dafs diese'lh* ' ei \- ^ nntgeteilten Zahlen zu 

sind. Denn wenn dort ^ “T J^llig unbrauchbar 

Hoffnung eines MpiwM S esa §>* Wlr ^> die moralische 

das heilst, nach der hw ’ l“ S \\ , ui . chts bcsitzt («nd 
der eben am Verl unc!e^ ^ gegebenen Dehintion, eines solchen, 

2 Dukaten betritt ,uZ V ’ b ° l tlem fl ' a & liclle n Spiele 
man 1000 besitzt ’ ®’ ,'T" 10 ’ und 6, wenn 

blicken, wa8zumUrad k en Meu \ h,enn r ab i 0lUt uichts C1 " 
Beziehungen hat. 1 Menschenverstände irgend welche 

•? ^ i-w^!f-4aHP £n? «• 

Lime für die Berechnung des Einsatzes l r \ e ? te '' 
dasselbe - nach Festsetzung der Münz Snl n * fsgebend > da 
überhaupt gespielt wird liUo v v _L mlieit, um welche 

1 «.« 1 g. n \„!d .Jü ei « t " „tl “X» l7 “ W d8 ". 8 “ ■ 

E,n,, ‘“ bezahlenden wfrfe enteehle" - 
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V 


iL Ä JL 

(a + 1) ~ . (ct + 2) 1 . (ct + 4) S . (ct + 8) 1 


oder 


2 4 8 io 

V« + l.Va + 2 .Va + 4 .Va + 8 — ct . 11 


§19. 

Aus dieser Formel für die Gewinnhoffnung des Paul 
folgt, dafs deren Wert mit der Zunahme des Vermögens 
wächst, dafs dieselbe aber niemals unendlich grofs wird, 
aufser wenn zugleich das vorhandene Vermögen unendlich 
grofs ist 12 . Als besondere Folgerungen erhält man noch 

11 Kürzer wieder folgendermafsen : da die verlieifsenen 
Gewinne die Werte: 

1, 2\ 2 2 , • • • • 2-S 

haben, und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten: 

1 i 1 1 

2 ’ 2 2 ’ 2 8 ’ 2 n> 

sind, so lindet man (s. Anm. 4) als Wert der moralischen 
Hoffnung : 

i- JL_ i_ J_ 

H = (a + 1) 2 (a + •£) 4 (a + 4) 8 (a + 2 n - 1 ) 2 ” a. 

Man kann nämlich leicht zeigen, dafs das in H vor- 
kommende unendliche Produkt für jeden endlichen Wert a 
konvergiert, d. li. einen bestimmten endlichen Wert 
besitzt. Setzt man : 

11 1 
P (a) = (a + 1) 2 (a + 2) 4 (a + 2 n - 1 ) 2 ” 

= ff (« + 2-^, 

n = 1 

so hat man zunächst für a = 0 : 

-00 1 oo n 

p(o)=n(2-) 2n =n 2 2n 
1 1 


r 


54 


folgendes: Wenn Paul garnichts besitzt, so ist der Wert 

2 4 8 10 

seiner Gewinnhoffnung = V 1 . V2 . Y4 . VIT c ] ^ 
gleich 2 Dukaten 13 . Besitzt er 10 Dukaten, so repräsen- 
tiert seine Gewinnhoffnung einen Wert von ungefähr 
3 Dukaten; ferner ungefähr 4Va Dukaten bei einem Ver- 
mögen von 100, und endlich 6 bei einem Vermögen von 
1000 Hieraus ist leicht zu entnehmen, welche ungeheuren 
Reichtumer jemand besitzen müfste, um die Gewinn- 
hoffnung des Paul mit Vorteil für 20 Dukaten kaufen 
zu können. Freilich ist dieser Kaufpreis etwas verschieden 
von der Gewmnhoffnung, die der Betreffende bei einem Ge- 
wissen Vermögen « besitzen würde, indessen ist die frae- 
liche Differenz sehr unerheblich, wenn a eine grofse Zahl 
bedeutet. B ezeichnet man nämlich den genauen Kaufpreis 

also : 

lgP(0) = lg 2 .2^=l=!i2{ 1+ 2 8 , 

r 2" 2*1 2 + 2* + + 2^i + ---[ 

Nun ist bekanntlich für x <T 1 • 

1 

(1 — x) 2 ““ (1 ~ x)- 2 = 1 + 2 x + 3 x a + . . . + n . x „-! , . . 

1 7 

also für x = A • 

2 * 

o2 -1,23 n 

1 ~ 1 + ¥' + 98 + ' ' • + +• • • 

und daher: ^ 

d h ] g p (0) = l g 2, 

i. • , P (0) = 2. 

Hiernach wird : 

00 . . 2 n 


P(g)__P(u) ", a .2« co 2" 

P(0) 2 Al \ + 2 n ~i) <ü( 1 +«) d.h.<l + ( 

1 1 

13 Der betreffende Ausdruck ict v i , 
als der i„ der vorigen Anmerkung mit 
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mit x, so bestimmt sich dessen Wert aus der Gleichung : 

4 8 io 

Vcr + 1— x.Va + 2 — x. Vor + 4 — x.Va+ 8 — x =ct 

und dieser Gleichung wird, wenn a eine grofse Zahl ist, 
m der That näherungsweise genügt durch den Wert 14 • 

2 / 4 8 io 

x = y« + l .Va + 2. Yct + i.Ya + 8 


solUoT h f ! eU1 1C1 diese Abhandlung in der Ge- 
“f“ ?f fl 1 V 01 ’getra ge n hatte, schickte ich 

Herrn N SC l r ft i laV ° n dem ° ben erwähnten 

übei n^ r US Bernoulli » um seine Meinung 
iibei meine Losung der von ihm vorgelegten 

Schwierigkeit zu erfahren. In einem Brfefe 
den dieser im Jahre 1 7^9 . ® > 

dieWe\^best Un ’ ^ ihm “«^^Aniichfäb« 

«sage, sorald e m 8 Ung i V0 / Glücksfälle * -hr 
jemand seine eigeliV Chan™ ha ’ 1 ndele » dafs 
habe - Anders abe^r verhalte ^ abzuscb ätzen 
^erm^ein Dritter als Richter j edeni Mit^pTe^ler 

U SCtZt “ a l in ^er ui-sprtlnglichen Gleichung: 

oder : 


l/ ^+ T7 


a + x 


zuln V. t *chei„T 0 0 m V Od “ rCh die EudÄ g “| e 7|- i e 


56 


cl e n W e r t seiner Gewinnhoffnung nach Recht 
und Billigkeit a n g e b e n solle, wie ich das in 
ähnlicher Weise selbst in § 2 auseinander ge- 
setzt habe. Sodann teilte er mir auch die An- 
sicht mit, welche der berühmte Mathematiker 
Gramer einige Jahre vor Abfassung meiner 
Abhandlung geäufsert hatte und die ich der 
meinigen so völlig ähnlich fand, dafs diese 
Übereinstimmung bei einem derartigen Gegen- 
stände höchst merkwürdig erscheint. Daher 
mag es sich wohl lohnen, die Worte anzu- 
tühren, mit denen Cramer in einem Briefe 
vom Jahre 1728 meinem Oheim jene Ansicht 
mitgeteilt hat; dieselben lauten folgender- 
mafsen. 


"| cl1 we,fs nic H ob ich mich täusche, aber ich glaube 
ich habe die Lösung jenes sonderbaren Falles, den Sie in 
ihrem Briefe vom 9. September 1713 (Probl. 5, S 4(D1 
Herrn de Montmort vorgelegt haben. Um den Fall zu 

iHie Luft ’ß ICl / r T nChmen ’ A werfe cin Geldstück 
die Luft, B verpflichte sich, ihm 1 Thaler zu «-eben 

ZÄ" Kre T beim er8t - Wurfe" nach 

tntt; ^Ä^ 8 “ beimZWeiten Ghl - 
Das Paradoxe liegt alsdann 

Äquivalent welches Adern B geben müfste, eine uLn* 
lieh grofse Summe ergiebt, was doch widersinnig erscheint' 
da kein halbwegs vernünftiger Mensch dafür 20 TI l ’ 
geben würde. Woher rührt nun dieser Urne n l 
wischen der mathematischen Rechnung und der Sen 
öchatnung? Ich glaube, er beruht darauf, dafs (i„ der 
Theorie) die Mathematiker das Geld lediglich nach 
semer Menge, (in der Praxis) vernünftige Leute V 
gegen nach dem Nutzen schätzen, den sie dam • i* 11 ' 
können. Was die mathematische i“ 
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grofs macht, ist die ungeheure Summe, welche ich ge- 
winnen kann, wenn die Seite mit dem Kreuze erst sehr 
spät, etwa heim hundertsten oder tausendsten Wurf auf- 
fällt. Aber diese Summe bedeutet, wenn ich als ver- 
nünftiger Mensch urteile, nicht mehr für mich, sie 
macht mir nicht mehr Vergnügen 15 , bestimmt mich 
nicht mehr zur Annahme des Spieles, als wenn sie nur 
10 oder 20 Millionen Thaler betrüge. Nehmen wir also an, 

15 Da Summen wie 2 100 oder gar 2 100t) Thaler über- 
haupt nicht existieren, so hat es doch gar keinen Sinn, 
feststellen zu wollen, was mir eine derartige Summe ge- 
gebenen Falls für ein Vergnügen bereitet, und auf eipe 
solche, völlig nichtssagende Festsetzung die weitere Theorie 
dieses Spieles zu begründen. Im übrigen kommt aber 
Gramer der richtigen Lösung des Problemes weit näher, 
als Bernoulli; denn durch seine Annahme, dafs alle 
Summen über 2 24 Thaler unter sich gleichwertig sind, oder 
. besser gesagt, dafs ich nie mehr als 2 24 Thaler 
erhalten kann“, wird in der That das Spiel in in- 
finit u m vollständig eliminiert, und dasselbe ist in 
Wahrheit mit dem 24. Wurfe vollständig erledigt. Fällt 
auch noch dieser Wurf für A (Paul) günstig aus — d. li. 
kommt Kreuz noch immer nicht zum Vorschein so hat 
B (Peter) die versprochenen 2 24 Thaler zu zahlen, da ja 
nunmehr fr ü bestens beim 25. Wurfe K r e u z fallen kann. 
Hiernach wird sich die mathematische Hoffnung des 

A wiederum berechnen aus der Formel: h = + 1, also 

da hier n = 24 ist: h = 13, was genau mit dem Cr am er- 
sehen Resultate übereinstimmt. 

Cr am er s Lösung wäre also geradezu vollkommen, 
wenn er jene nur so beiläufig ausgesprochene Annahme, 
dafs überhaupt nicht mehr als 2 21 Thaler gezahlt werden, 
zur Hauptsache gemacht und die notwendige Regien- 
zung des Spieles, statt auf eine ganz vage Hypothese 
über den relativen Wert grofser Summen, aut 
die von Fall zu Fall zwar veränderliche, aber jedesmal un- 
zweideutig definierbare Zahlungsfähigkeit des 
B gegründet hätte. 

Samml. staatsw. Schriften. — Bernoulli. 
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dals alle Summen über 10 Millionen oder der gröfseren 
Bequemlichkeit halber über 2 24 = 16 777 216 Taliler unter 
sich gleichwertig sind, oder besser gesagt, dafs ich nie 
mehr als 2 24 Thaler erhalten kann, wie spät auch das 
Kreuz zum Vorschein komme, so hat meine Hoffnung den 
Wert: 


i ’ 1 + i 


2 + 


• + 2^- 223 


+ ' 2 24 + — . 0 24 + — . 024 I 

2 2 ° 2 20 + 2®7 1 +• 


44 - 


4* ■ 


+ 2 + i + i + 


= 12 + 1 
= 13. 

nun g A a^ d i e 3 f SG ^ monS ? ah * Wert »einer Hoff- 
vnW i f 3 Th ] reduziert und das zu zahlende Äqui- 
, M dafur auf ebensoviel, was weit vernünftiger Vv 
scheint, als wenn man dasselbe unendlich grofs macht.“’ 

Bis hierher ist die Darstellung der fr 
liehen Lösung z „ „„bestimmt ,.j n L , E ' 

~an, f tei . Wenn es nämlich w„h. ist 4 
die Summe 2 20 nicht f n.sr s ». , daIs 11116 

so braucht man auf die Suinm^ 'die* V® ^ 
nach dem 24 ten Wurfe eowl n 1 ’ 10 lc 1 crs1 

keine Rücksicht z« 'nehmen ‘ da” oh ü e berhaUpi 
schöner dem 25. Wurfe 2 24 i 1 besitze^, ^ 

B emo ullis zu LruheL^berkT Spi+ibtS 0 " 1 lll ' tum 
sie oben gestellt sind, kann ein solch« S SUngeu > wi 
zum Vorschein kommeu. Die* wärf T 1 ™ niemal 
wenn vereinbart ist, dafs B dem A 1 Thal dami der Fal1 
wenn beim 1. Wurfe Kreuz fiillt- l • Cr zu za blen hat 
wenn auch beim 2. Wurfe, w e i t e r e 4 ThV ° h 2 Thalei 
beim 3. Wurfe Kreuz fällt u s f r ’ Wenu 

• s - »• Gelingt es also der 
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bei dieser Theorie mit 2 24 gleichwertig er- 
scheint. Man kann daher mit demselben Rechte 
sagen, meine Hoffnung sei statt 13 Thaler 
deren nur 12 wert. Übrigens sage ich das 
keineswegs, um das Princip des obigen Au- 
tors anzufechten, da dasselbe ja auch das 
meinige ist, dafs nämlich vernünftige Leute das Geld 
nach dem Nutzen schätzen sollen, den sie daraus ziehen 
können, vielmehr nur deshalb, damit niemand 
daraus Veranlassung nehme, über diese Theorie 
selbst abfällig zu urteilen. Gerade dasselbe 
sagt auch der berühmte Cramer mit den nun- 
mehr folgenden Worten, dieganznach unserem 
Sinne sind. Er fährt nämlich so fort: 

„Man könnte für dasselbe (das Äquivalent) einen 
noch kleineren Wert finden, wenn man irgend eine andere 
Hypothese über den moralischen Wert von Reichtümern 
zu Grunde legt. Denn die soeben angewendete ist keines- 
wegs genau richtig, da es wahr sein dürfte, dafs 100 Millionen 
einem mehr Vergnügen machen, als 10 Millionen, wenn 
auch nicht 10 mal so viel. Wenn man z. B. annehmen 
wollte, dafs der moralische Wert der Güter der Quadrat- 
wurzel ihres mathematischen Wertes proportional sei, d.h.* 
dafs das Vergnügen, welches mir 40 Millionen bereiten, 

A 24 mal hintereinander K r e u z zu werfen, so hat er einen 
Gewinn von: 

1 + 2 1 + 2 2 + • • ■ + 2 23 = 2 24 — 1 . 

Die mathematische Hoffnung des A ist in diesem 
Falle: 

h = k - 1 + b ' 2 + ¥' 22 + " ,+ ¥i' r ' a=:12 ’ 

was gleichfalls mit der von Bernoulli gegebenen Zahl 
übereinstimmt. Da aber die oben fixierten Spielbedingungen 
andere sind, so ist der ganze Einwurf Bernoullis durch- 
aus hinfällig. 
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doppelt so grofs sei als dasjenige, welches mir 10 Mil- 
lionen machen, so hätte meine moralische Hoffnung den 
Wert: 

2-yi+jV2+-8-y4 + = 2^y2 • 

Aber diese Gröfse ist noch nicht das fragliche Äqui- 
valent, denn dieses ist nicht ohne weiteres dem Werte 
der Hoffnung gleich, sondern so grofs, dafs der Schmerz 
über seinen Verlust gleich ist der moralischen Hoffnung 
auf das Vergnügen, welches mir sein Gewinn bereiten 
würde. Folglich rnufs (nach unserer Voraussetzung) jenes 
Äquivalent betragen : 

/ 1 y 1 

\2 — y¥/ ~ 6 — 4^2"“ 2,9 

also weniger als 3, was ziemlich gering ist und dennoch, 
wie ich glaube, der üblichen Schätzung näher kommt 
als 13.“ ’ 
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